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Излагаются основные положения kT -факторизационного подхода КХД, осно-
ванного на уравнениях неколлинеарной глюонной эволюции типа BFKL. Одно
из преимуществ этого подхода связано с удобством учета значительной части
поправок следующих порядков теории возмущений КХД. Приводятся явный вид
и решения некоторых уравнений эволюции партонных распределений в лиди-
рующем логарифмическом приближении. Представлены широко используемые
в расчетах функции распределения глюонов и кварков, зависящие от попереч-
ного импульса начальных взаимодействующих частиц. Обсуждаются различные
методы вычисления амплитуд партонных подпроцессов вне массовой поверхно-
сти. Рассматривается применение kT -факторизационного подхода к некоторым
процессам КХД, которые активно изучаются в настоящее время в экспериментах
на Большом адронном коллайдере, в частности, процессам одиночного и парного
рождения тяжелых кварков, инклюзивного и ассоциативного (в сопровождении
одной или нескольких адронных струй) рождения прямых фотонов (или калиб-
ровочных бозонов) в столкновениях протонов при высоких энергиях. Проводится
сравнение результатов с предсказаниями, полученными в рамках стандартного
(коллинеарного) подхода КХД в следующем за ведущим порядке теории воз-
мущений. Обсуждаются основные возможности и характеристики современных
Монте-Карло генераторов событий PEGASUS, CASCADE и KaTie.

We outline the main features and characteristics of the kT -factorization QCD
approach, which is based on BFKL-like noncollinear gluon evolution equations. One
of the advantages of the described approach is connected with an easy way to
take into account a significant part of higher order perturbative QCD corrections.
The explicit expression and solutions of some parton density evolution equations in
the leading logarithmic approximation are presented. Gluon and quark distribution
functions, which depend on the transverse momenta of the initial interacting particles
and are frequently used in calculations, are shown. We discuss various techniques to
calculate off-shell amplitudes of parton subprocesses. We apply the kT -factorization
approach to some QCD processes that are intensively studied in modern experiments
at the LHC, in particular, single and double heavy quark production, as well as
inclusive and associated (with one or two hadron jets) prompt photon or heavy gauge
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boson production in proton collisions at high energies. A comparison of the obtained
results with predictions made using the standard collinear factorization approach
in the next-to-leading perturbative QCD order is presented. We also discuss basic
features of modern Monte-Carlo event generators PEGASUS, CASCADE, and KaTie.

PACS: 12.38.−t; 12.38.Bx; 13.85.Qk; 14.65.−q; 14.70.Hp

ВВЕДЕНИЕ

Новые возможности для экспериментального и теоретического изуче-
ния свойств адронной материи открываются с ростом энергии вводимых
в строй ускорителей. Запуск Большого адронного коллайдера (Large
Hadron Collider, или LHC) и последовавшее за ним скорое эксперимен-
тальное обнаружение бозонов Хиггса ознаменовало собой начало новой
эры в современной физике высоких энергий. В настоящее время кол-
лайдер LHC (Run III) позволяет проводить эксперименты при энергии
сталкивающихся протонов

√
s = 13,6 ТэВ, что предоставляет богатый

потенциал для дальнейшего изучения хиггсовского механизма наруше-
ния электрослабой симметрии, уточнения параметров Стандартной мо-
дели (СМ), поиска различных проявлений эффектов новой физики за
ее пределами (таких как следствия суперсимметричных расширений СМ
и моделей с дополнительными размерностями пространства-времени),
проверки некоторых экзотических теорий.

Одну из ключевых ролей во всех аспектах физической программы
LHC играет калибровочная теория сильного взаимодействия — квантовая
хромодинамика (КХД), поскольку одним из основных объектов иссле-
дований на LHC являются жесткие процессы, происходящие в столк-
новениях протонов высоких энергий. В таких процессах присутствуют
два или более характерных энергетических масштаба взаимодействия —
«мягкий» адронный масштаб, определяемый величиной порядка ΛQCD,
и «жесткий» масштаб, который задается переданным во время взаимо-
действия импульсом. Типичными примерами являются процессы рожде-
ния тяжелых (c или b) кварков, их связанных состояний (кваркониев),
инклюзивного или ассоциативного рождения калибровочных бозонов,
хиггсовских частиц, струй адронов с большим поперечным импульсом
и др. Наличие «жесткого» масштаба μ2 позволяет отделить динамику
взаимодействия на малых расстояниях от эффектов физики больших
расстояний, поскольку в области ΛQCD � μ бегущая константа связи
КХД αs(μ

2) становится достаточно малой (явление асимптотической
свободы в КХД). Последнее дает возможность применять хорошо из-
вестные методы теории возмущений для описания жесткого подпроцесса
партонного рассеяния. Непертурбативная часть процесса, связанная с
динамикой взаимодействия на больших расстояниях, присутствует в виде
партонных (кварковых и/или глюонных) функций распределения в про-
тоне и предполагается универсальной — она может быть определена
в одном процессе и в дальнейшем использоваться для анализа других.
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Для отделения (факторизации) пертурбативной части процесса от
непертурбативной применяются так называемые теоремы о факториза-
ции [1] (см. также [2, 3]), согласно которым сечения (или иные на-
блюдаемые) рассматриваемого процесса могут быть представлены в виде
свертки сечения соответствующего жесткого подпроцесса партонного
рассеяния, вычисленного в рамках теории возмущений КХД, и функций
распределения партонов в сталкивающихся протонах. Наиболее часто
в расчетах используется так называемая коллинеарная схема факториза-
ции. Так, сечение процесса инклюзивного рождения частицы H в столк-
новениях двух протонов может быть представлено в виде

σ(pp → H +X) =
∑
a,b

fa(x1,μ2
F )fb(x2,μ

2
F )⊗ σ̂ab(x1,x2,μ2

R,μ
2
F ), (1)

где μ2
R и μ2

F — ренормализационный и факторизационный масштабы*
процесса; при этом учитываются вклады от всех возможных взаимо-
действий партонов типа a и b (a, b = q, q или g). Как функции рас-
пределения fa(x1,μ2

F ) и fb(x2,μ2
F ), так и сечения партонных подпро-

цессов σ̂ab(x1,x2,μ2
R,μ

2
F ) зависят от долей x1 и x2 продольных импуль-

сов начальных протонов, а поперечными импульсами взаимодействую-
щих глюонов и кварков пренебрегают. Функции распределения партонов
определяют вероятность обнаружить внутри протона кварк или глюон,
переносящий некоторую долю продольного импульса этого протона; се-
чения партонных подпроцессов определяют вероятность взаимодействия
партонов a и b друг с другом. Кварковые и глюонные распределения
содержат информацию о мягкой стадии процесса и, следовательно, не
могут быть вычислены с помощью теории возмущений КХД. Тем не ме-
нее их зависимость от энергетического масштаба может быть рассчитана
согласно теории возмущений и выражена в форме уравнений эволюции
Докшицера–Грибова–Липатова–Альтарелли–Паризи (DGLAP) [4–7].

Впечатляющие результаты, полученные в рамках коллинеарной фак-
торизации КХД с учетом вкладов высших порядков теории возмущений
(а именно, следующего за ведущим (NLO) и даже, в некоторых слу-
чаях, двух последующих (NNLO и N3LO)) хорошо известны. В част-
ности, отметим достигнутое великолепное согласие результатов теоре-
тических расчетов с прецизионными экспериментальными данными для
структурных функций протона F2(x,Q2) [8, 9] и процессов рождения
лептонных пар Дрелла–Яна [10, 11]. Тем не менее достаточно часто
возникают существенные трудности (главным образом технического ха-
рактера) при вычислении сечений ряда процессов, когда необходимо

* Как правило, в качестве этих масштабов принимается величина μ2, что тем
самым устраняет вклады, пропорциональные lnμ2/μ2

R и lnμ2/μ2
F , которые воз-

никают при вычислении поправок следующих порядков к партонным сечениям,
рассчитанным в ведущем порядке теории возмущений КХД.
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принимать во внимание вклады еще более высоких порядков теории
возмущений КХД. Действительно, по мере увеличения порядка количе-
ство фейнмановских диаграмм, которые должны быть учтены в расче-
тах, возрастает многократно, что, в свою очередь, приводит к весьма и
весьма трудоемким расчетам. Один из методов учета поправок высших
порядков сводится к следующему. Было замечено, что вклады различ-
ных диаграмм в сечение неодинаковы: некоторые из них оказываются
усилены большими логарифмическими коэффициентами определенного
вида, которые определяют поведение сечений в той или иной кинема-
тической области. Например, в области небольших поперечных импуль-
сов pT главную роль играют судаковские вклады, пропорциональные
αn
s lnnm/pT (где m — масса конечного состояния); в области высоких

энергий
√
s основной вклад в сечение дают члены, пропорциональные

αn
s lnn s/Λ2

QCD ∼ αn
s lnn 1/x. Вклады диаграмм, усиленных большими ло-

гарифмическими коэффициентами, могут быть просуммированы во всех
порядках теории возмущений с помощью соответствующих уравнений
эволюции. Так, учет судаковских логарифмов может быть произведен
в рамках подхода Коллинза–Сoпера–Стермана (CSS) [12, 13] (cм. так-
же [1]), а учет вкладов, пропорциональных αn

s ln
n 1/x, — с помощью

уравнений Балицкого–Фадина–Кураева–Липатова (BFKL) [14–16] или
Катани–Чиафалони–Фиорани–Маркезини (CCFM) [17–20]. В обоих слу-
чаях факторизация сечений партонных подпроцессов рассеяния и функ-
ций распределения партонов обобщается за коллинеарное приближение:

σ(pp → H +X) =
∑
a,b

fa(x1,k2
1T ,μ

2
F )fb(x2,k

2
2T ,μ

2
F )⊗

⊗ σ̂∗
ab(x1,x2,k

2
1T ,k

2
2T ,μ

2
R,μ

2
F ), (2)

где fa(x1,k2
1T ,μ

2
F ) и fb(x2,k2

2T ,μ
2
F ) — функции распределения кварков

и/или глюонов в протоне, зависящие от их поперечных импульсов k2
1T и

k2
2T , — неинтегрированные, или TMD (Transverse Momentum Dependent)

партонные распределения. Такую обобщенную факторизацию обычно
называют TMD-факторизацией (главным образом в случае подхода CSS),
или kT -факторизацией (факторизацией при высоких энергиях, или high
energy factorization) [21–24].

Теоретическое обоснование факторизации вида (2) было прове-
дено для процессов полуинклюзивного глубоконеупругого рассеяния
(Semi-Inclusive Deep Inelastic Scattering, или SIDIS), процессов рож-
дения лептонных пар Дрелла–Яна в столкновениях адронов и про-
цессов рождения адронов и струй в противоположных направлениях
в e+e−-аннигиляции [12, 13, 25–34]. Подход kT -факторизации, приме-
нимый в области высоких энергий, основан на работах [21–24], в ко-
торых рассматривались процессы рождения тяжелых (c и b) кварков
в фотон-протонных, электрон-протонных и протон-протонных столкно-
вениях. В настоящее время он достаточно широко применяется для
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феноменологических расчетов сечений (и иных наблюдаемых) различных
процессов КХД (см., например, [35–50]). Несомненное преимущество
этого подхода связано с удобством учета значительной части поправок
следующих порядков теории возмущений КХД в форме TMD-функций
распределения глюонов и/или кварков в протоне. Кроме того, в отли-
чие от коллинеарного приближения учет поперечного импульса началь-
ных кварков и глюонов в рамках факторизации (2) позволяет точно
воспроизвести кинематику жестких подпроцессов уже в ведущем при-
ближении.

Настоящий обзор посвящен краткому изложению основных свойств
kT -факторизационного формализма и анализу некоторых результатов,
полученных в рамках этого подхода в последнее время.

1. УРАВНЕНИЯ ЭВОЛЮЦИИ ПАРТОННЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ
В ПРОТОНЕ

Как было отмечено выше, описание процессов с определенным мас-
штабом виртуальности μ2 с участием адронов (протонов) в начальном
состоянии и выделенными частицами в конечном в рамках КХД произво-
дится с помощью функций распределения кварков или глюонов a(x,μ2)
в протоне (a = q или g). Последние имеют простой физический смысл:
в системе бесконечного импульса, в которой начальный протон является
ультрарелятивистским (когда модуль его импульса p стремится к беско-
нечности), величина a(x,μ2)dx представляет собой число партонов типа
a, обладающих продольным импульсом родительского протона в интерва-
ле от xp до (x + dx)p. Физические наблюдаемые определяются сверткой
партонных распределений в протоне и сечений соответствующих жест-
ких подпроцессов рассеяния. В отличие от партонных сечений функции
распределения содержат информацию о мягкой стадии процесса и по-
этому не могут быть вычислены с помощью теории возмущений КХД.
Однако их зависимость от масштаба μ2 может быть рассчитана согласно
теории возмущений и выражена в форме так называемых уравнений эво-
люции. Вид этих уравнений зависит от точности, с которой учитываются
вклады больших логарифмов lnμ2/Λ2

QCD и/или ln s/Λ2
QCD ∼ ln 1/x.

1.1. Уравнения DGLAP. В ведущем порядке теории возмущений
КХД, в котором при вычислении любой наблюдаемой учитываются чле-
ны, пропорциональные αn

s ln
n μ2/Λ2

QCD (причем степени ln 1/x удержи-
ваются в коэффициентах), уравнения эволюции партонных распределе-
ний называются уравнениями DGLAP [4–7] и могут быть представлены
в виде

∂a(x,μ2)

∂ lnμ2 =
∑
b

1∫

x

dz

z
Pab

(
αs(μ

2),
x

z

)
b(z,μ2). (3)
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В этом приближении учитываются вклады диаграмм кваркового и глю-
онного обмена лестничного типа, в которых поперечные импульсы испус-
каемых партонов строго упорядочены:

q21T � q22T � ...� q2nT , (4)

при этом предполагается, что величина q21T уже пренебрежимо мала.
Всего функций распределения партонов различного типа насчитывается
2Nf + 1, где Nf — число кварковых ароматов, участвующих в эволюции.
Суммирование вкладов, пропорциональных αn

s lnn μ2/Λ2
QCD, свзязано с

учетом партонных эмиссий в области малых углов между импульсами
t-канальных и испускаемых партонов. Отметим, что соотношение (4)
лежит в основе часто используемого в расчетах принципа коллинеар-
ной факторизации (1) партонных распределений и амплитуд жесткого
подпроцесса рассеяния кварков и/или глюонов. Функции расщепления
Pab(αs(μ

2), z) определяют вероятность испускания партоном b друго-
го партона a, обладающего долей импульса z родительского партона,
и могут быть представлены в виде разложения по степеням бегущей
константы связи КХД:

Pab(αs(μ
2), z) =

∞∑
n=1

(
αs(μ

2)

2π

)n

P
(n−1)
ab (z). (5)

Кроме того, они удовлетворяют определенным соотношениям [4–7], вы-
текающим из ароматовой симметрии группы SU(Nf ), инвариантности от-
носительно преобразований зарядового сопряжения и закона сохранения
энергии-импульса. Выражения для лидирующих членов разложения (5)
хорошо известны [4–7]. В следующих порядках теории возмущений ко-
эффициенты разложения зависят от выбора схемы перенормировки. Так,
в схеме MS эти коэффициенты в двухпетлевом приближении приведены,
например, в работах [51, 52], в трехпетлевом приближении их можно
найти в работах [53, 54].

Численное или аналитическое решение уравнений (3) позволяет по-
лучить функции распределения партонов в протоне для любых значений
μ2 при заданных начальных условиях*. Так, в дважды логарифмическом
приближении, в котором в коэффициентах при αn

s ln
n μ2/Λ2

QCD удержи-
вается только старшая степень ln 1/x, асимптотическое выражение для
глюонной плотности имеет вид [4–7]

xg(x,μ2) ∼ exp

√
48

11− 2Nf/3
ln

lnμ2/Λ2
QCD

lnμ2
0/Λ

2
QCD

ln 1/x , (6)

* Начальные условия для кварковых и глюонных распределений не вычис-
ляются в рамках пертурбативной КХД. Их можно определить, например, из
экспериментов по глубоконеупругому ep-рассеянию.
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где μ0 — некоторый масштаб (порядка адронного масштаба, μ0 ∼ 1 ГэВ),
при котором определяются начальные распределения партонов. Как вид-
но из (6), функция распределения глюонов в пределе x → 0 растет
быстрее, чем любая степень ln 1/x. Аналогичный результат справедлив
также и для морских кварков, поскольку основной вклад в распреде-
ления морских кварков в области малых x вносит процесс глюонного
расщепления g → qq.

Быстрый рост партонных плотностей при x → 0, пропорциональный,
как следует из (6), энергии

√
s , приводит к нарушению условия уни-

тарности [21] и ограничения Фруассара [55], согласно которому сече-
ния процессов не могут возрастать быстрее, чем ln2 s при s → ∞. Это
влечет за собой необходимость учета поправок высших порядков. Такой
учет может быть проведен численно с помощью различных программ-
ных пакетов (например, QCDNUM [56], HOPPET [57], APFEL [58],
QCD-PEGASUS [59]), которые дают возможность получить решения
уравнения эволюции DGLAP с точностью до NNLO вкладов. Отметим,
что подход, основанный на использовании уравнений DGLAP с учетом
поправок следующих порядков, приводит к хорошему описанию экспе-
риментальных данных, в частности, для структурных функций протона,
полученных на коллайдере HERA (см., например, [8, 9]).

1.2. Уравнение BFKL. Уравнения эволюции DGLAP позволяют
просуммировать вклад слагаемых, усиленных в каждом порядке теории
возмущений степенями lnμ2/Λ2

QCD. Однако наряду с ними при малых
значениях отношения μ2/s существенную роль (как в функциях рас-
пределения партонов, так и в сечении жесткого подпроцесса рассеяния)
начинают играть вклады, пропорциональные ln s/Λ2

QCD ∼ ln 1/x, которые
возникают при интегрировании по широкой области быстрот испущен-
ных партонов. В области малых x их вклад оказывается даже важ-
нее вкладов логарифмических членов, пропорциональных lnμ2/Λ2

QCD.
Задача их суммирования может быть выполнена в рамках подхода
BFKL [14–16], основанного на гипотезе «реджезации» глюона. Эта
гипотеза возникла в результате аналитических вычислений амплитуд
рассеяния частиц в нескольких первых порядках теории возмущений.
Оказалось, что при больших энергиях сталкивающихся частиц s и
фиксированных переданных импульсах t (так называемый реджевский
предел) амплитуды процессов с обменом глюном в t-канале с учетом
радиационных поправок имеют вид амплитуд рассеяния в борновском
приближении, но с обменом скалярной частицей. К такому же результату
приводит наличие особенностей парциальных амплитуд (полюсов Редже)
в перекрестном канале (т. е. при t = m2) в плоскости комплексного
углового момента модели Редже [60]. Обмен полюсом Редже является
обобщением обычного обмена частицей со спином J и массой m на
комплексные значения J . Положение этих полюсов определяется тра-
екторией Редже α(t), которая зависит от передачи импульса t и при
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t = m2 равна спину J соответствующей частицы; при этом значение
α(0) называют интерсептом, а производную α′(0) — наклоном траектории
Редже.

Гипотеза реджезации глюонов, которая в настоящее время доказа-
на [61] как в лидирующем логарифмическом приближении (LLA, или

Рис. 1. Амплитуда процесса
множественного рождения ча-
стиц A + B → A′ + J1 + ... +
+ Jn +B′ в мультиреджевской
кинематике

Leading Logarithmic Approximation), так
и в следующем за ним (Next-to-Leading
Logarithmic Approximation, или NLLA)
приближениях*, обеспечивает простую
факторизованную форму амплитуд про-
цессов множественного рождения частиц
в мультиреджевской кинематике. Такая
кинематика соответствует случаю, когда
частицы в конечном состоянии имеют
ограниченные (не растущие с энергией)
поперечные импульсы и хорошо разделе-
ны по быстротам (рис. 1). В этом слу-
чае t-канальные партоны обладают одной
большой компонентой импульса в пере-
менных светового конуса, а также перено-
сят поперечный импульс того же порядка.
Соответствующие амплитуды выражают-
ся через эффективные вершины взаимо-
действия реджезованных глюонов с обыч-
ными частицами и соответствующие ред-

жевские траектории, причем вся энергетическая зависимость определя-
ется последними (см. также [62]):

A(A +B → A′ + J1 + ...+ Jn +B′) ∼

∼ Γc1
−AA′

(
n∏

i=1

Γ
cici+1
+−Ji

(qi,−qi+1)

[
si
s0

]ω(ti) 1
ti

)
1

tn+1

[
sn+1

s0

]ω(tn+1)

Γ
cn+1
+BB′ ,

(7)

где ti = q2i , si = (pi + pi+1)
2, Γc1

−AA′ и Γ
cn+1

+BB′ — эффективные вершины
рассеяния реджезованных глюонов и частиц A,A′ и B,B′; Γab

+−J (p, q) —
эффективные вершины рождения частиц J в столкновении реджезован-
ных глюонов, обладающих импульсами p и q и цветовыми индексами a
и b. Здесь индексы ± обозначают большую компоненту импульса, кото-
рую переносит реджезованный глюон. Все реджеонные вершины извест-
ны в настоящее время в главном и следующем за ним логарифмических

* В рамках лидирующего логарифмического приближения учитываются только
члены, пропорциональные αn

s lnn s/Λ2
QCD, а в рамках следующего за ним при-

ближения — также и члены порядка αn+1
s lnn s/Λ2

QCD.
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приближениях [63]. В формуле (7) величина s0 определяет масштаб энер-
гии. В LLA ее значение не может быть зафиксировано, а в NLLA выбор
s0 зависит от определения реджеонных вершин. Реджевская траектория
глюона ω(ti) = 1− α(ti) в LLA может быть представлена в виде

ω(t) ≡ ω(−k2
T ) = − αsNc

8π(2π)D−1

∫
dD−2qT

k2
T

q2
T (kT − qT )2

+O(α2
s) =

= −αsNc

4π
Γ(1− ε)

(4π)D/2

Γ2(ε)

Γ(2ε)

(
k2
T

)ε
+O(α2

s), (8)

где kT и qT ортогональны 4-импульсам сталкивающихся частиц,
t = −k2

T ; D = 4 + 2ε — размерность пространства-времени, взятая от-
личной от 4 для регуляризации инфракрасных расходимостей. В NLLA
траектория глюона была вычислена в работах [64–69].

Выражение (7) определяет амплитуды процессов с глюонными кван-
товыми числами в t-канале. Асимптотический предел амплитуды упру-
гого рассеяния A + B → A′ + B′ представляет собой линейную комби-
нацию амплитуд процессов со всеми возможными квантовыми числами
в канале ti, которые могут быть вычислены с помощью соотношений
унитарности и аналитичности. Такие амплитуды можно представить
в виде свертки импакт-факторов ΦAA′ и ΦBB′ , описывающих переходы
A → A′ и B → B′ c функцией Грина G двух реджезованных глюонов,
которая удовлетворяет уравнению BFKL [14–16] и представляет собой
сумму лестничных диаграмм, изображенных на рис. 1. Зависимость от
свойств взаимодействующих частиц A и B заключена в соответствующих
импакт-факторах, а энергетическая зависимость — в функции Грина.

Уравнение BFKL может быть представлено в виде интегрально-
го уравнения эволюции для TMD-функции распределения глюонов
fg(x,k2

T ). В лидирующем логарифмическом приближении (по степеням
ln s/Λ2

QCD ∼ ln 1/x) оно может быть записано в форме

fg(x,k2
T ) = f (0)

g (x,k2
T ) +

αsNc

π

1∫

x

dz

z
×

×
∞∫

k2
0T

dk′2
T

k′2
T

⎡⎣fg(x/z,k′2
T )− fg(x/z,k2

T )

|k′2
T − k2

T |
+

fg(x/z,k2
T )√

4k′4
T + k4

T

⎤⎦ , (9)

где f
(0)
g (x,k2

T ) — начальная функция распределения, известная при
некотором значении x = x0; при этом константа связи КХД считается
фиксированной, αs 
 0,2. TMD-функция распределения глюонов связана
с обычным (коллинеарным) распределением приближенным соотношени-
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ем следующего вида:

μ2∫
d2kT

πk2
T

fg(x,k2
T ) ∼ g(x,μ2). (10)

Уравнение (9) предсказывает степенной рост глюонных распределе-
ний и, конечно, полных сечений с увеличением энергии: σ ∼ sΔ

(см. [14–16, 70]), что соответствует результатам теории полюсов Редже
при высоких энергиях. Таким образом, уравнение BFKL устанавливает
связь между КХД и моделью Редже. Позднее подобный (степенной) рост
сечений с энергией

√
s был обнаружен в первых экспериментах по глу-

боконеупругому рассеянию (ГНР) электронов на протонах при энергиях
коллайдера HERA [71]. Отметим, что параметр Δ = 4αsNc ln 2/π 
 0,53
связан с интерсептом померона*: αP(0) = 1 + Δ. Как было показа-
но [14–16, 72], в рамках подхода BFKL сечения физических процессов
(с точностью до членов порядка, следующего за NNLA) могут быть
записаны в простой kT -факторизационной форме (2) — в виде сверт-
ки коэффициентов жесткого рассеяния и TMD-функций распределе-
ния глюонов в адроне (протоне). Подход BFKL применим не только
к процессам ГНР, но также, например, к процессам рассеяния фотонов
с виртуальностями одного порядка или процессам рождения нескольких
адронных струй, обладающих сравнимыми поперечными импульсами и
разделенных большими интервалами быстрот. Действительно, в таких
процессах эволюция партонных распределений по виртуальности (эво-
люция DGLAP) отсутствует, тогда как в процессах ГНР или процессах
рождения частиц в столкновении адронов, т. е. в процессах с двумя
разными масштабами взаимодействия) динамика BFKL «затемняется»
эволюцией DGLAP партонных распределений.

В приближении NLLA уравнение BFKL было получено в рабо-
тах [73–76]. В этом приближении возникают, в частности, члены, соот-
ветствующие дважды логарифмическим вкладам в уравнения эволюции
DGLAP [77]. Их учет в фиксированном порядке теории возмущений
приводит к осцилляциям функции Грина уравнения BFKL и тем самым
к возможности получения отрицательных сечений, а также весьма зна-
чительным поправкам к величине интерсепта померона Δ (см., напри-
мер, [75, 76]). Однако в последующих работах [78–80] было показано,
что такие вклады могут быть эффективно просуммированы во всех по-
рядках с помощью метода ренормгруппы, и был предложен соответствую-
щий алгоритм такого суммирования. Аналогичный подход для уравнений
эволюции DGLAP был развит в работах [81–83]. В настоящее время

* В КХД померон представляет собой связанное состояние двух реджезо-
ванных глюонов и определяет полное сечение рассеяния частицы. Оддерон,
отвечающий за разность сечений рассеяния частицы и античастицы, является
связанным состоянием трех реджезованных глюонов.
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предложен ряд методов, позволяющих использовать результаты NLLA
BFKL для описания экспериментальных данных. Так, было показано, что
радиационные поправки, пропорциональные αs, значительно уменьшают
величину Δ [75]. Эти поправки, конечно же, зависят от выбора схемы ре-
гуляризации и масштаба виртуальности (ренормализационного масшта-
ба) в константе связи КХД. Предсказания [84, 85], полученные с исполь-
зованием неабелевских физических схем перенормировок и подхода [86]
для определения аргумента бегущей константы связи КХД, находятся
в хорошем согласии с данными коллабораций OPAL и L3 для сечения
взаимодействия двух глубоко виртуальных фотонов на коллайдере LEP2.
Кроме того, в работе [84] было получено значение Δ ∼ 0,17, которое не
зависит от масштаба виртуальности процесса (см. также [62]).

Как уже было отмечено выше, быстрый степенной рост глюонных
плотностей при x → 0 и, соответственно, сечений процессов в области
высоких энергий, предсказываемый уравнением BFKL, приводит к на-
рушению условия унитарности и ограничения Фруассара. Следователь-
но, на определенном этапе эволюционная динамика должна измениться
вследствие учета дополнительных факторов, таких как учет конечного
поперечного размера партонов или эффектов их нелинейного взаимо-
действия внутри протона, которые приводят к замедлению роста (или
насыщению) глюонных плотностей. Соответствующая динамика может
быть описана с помощью нелинейного уравнения Балицкого–Ковчего-
ва [87, 88]. Такие нелинейные взаимодействия приводят к образованию
близкой к равновесной партонной системы с определенным значением
среднего поперечного импульса и соответствующим масштабом насы-
щения Qs(x). Последняя может быть представлена как бозе-конден-
сат глюонов с достаточно медленным изменением полей (Color Glass
Condensate) [89]. Однако подробное обсуждение подобных вопросов вы-
ходит за рамки настоящего обзора.

1.3. Уравнение CCFM. Как было отмечено выше, уравнение BFKL
позволяет учесть вклады больших логарифмических членов, пропорцио-
нальных αn

s lnn 1/x, которые в значительной степени определяют поведе-
ние сечений в асимптотической области высоких энергий (или в области
малых значений переменной x). В работах [17–20] предложен метод сум-
мирования дополнительных вкладов, пропорциональных αn

s lnn 1/(1− x),
которые могут играть важную роль в области промежуточных энергий
(или, что эквивалентно, в области промежуточных и больших значе-
ний x). Такое суммирование может быть выполнено с помощью уравне-
ния глюонной эволюции CCFM, в рамках которого учитывается эффект
цветовой когерентности между глюонами, испускаемыми в процессе эво-
люции.

Явление цветовой когерентности заключается в следующем. Допу-
стим, что в процессе двух последовательных глюонных расщеплений
угол θ2 между импульсами четвертого и третьего глюонов больше
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угла θ1, образованного импульсами второго и третьего глюонов, θ2 > θ1.
Тогда поперечная компонента длины волны четвертого глюона будет
больше поперечного пространственного разделения пары, образованной
вторым и третьим глюонами. В этом случае четвертый глюон не может

Рис. 2. Схематичное изображе-
ние каскада глюонной эволю-
ции CCFM

разрешить цвета каждого глюона из этой
пары, но может разрешить цвет перво-
го распадающегося глюона. Таким обра-
зом, амплитуда процесса, включающего
в себя два последовательных глюонных
расщепления, будет идентична амплиту-
де процесса, в котором конечный глю-
он испускается непосредственно первич-
ным глюоном под углом θ2. Учет явления
цветовой когерентности приводит к тому,
что последовательное испускание глюо-
нов в процессе эволюции должно быть
упорядочено по углам между импульса-
ми глюонов, θi < θi−1, при этом мак-
симально допустимый угол определяется
жестким подпроцессом (рис. 2). Действи-
тельно, в переменных Судакова Υ и Ξ
4-импульс пары кварков, образующейся
в жестком подпроцессе рассеяния, может
быть записан как

p = p1 + p2 = Υ(PA + ΞPB) +QT , (11)

где PA и PB — 4-импульсы начальных частиц и поперечный импульс
пары кварков QT = p1T + p2T . Аналогично для глюонов, испускаемых
в процессе эволюции каскада, имеем

qi = vi(PA + ξiPB) + qiT , ξi =
q2iT
sv2i

, (12)

где vi = (1 − zi)xi−1 и xi = zixi−1 — доли продольного импульса на-
чального протона, переносимые i-м испущенным и i-м промежуточным
глюонами, s = (PA + PB)

2. Переменные ξi связаны с углами θi испус-
кания глюонов относительно направления импульса начального протона:
ξi = cos θi. Условие углового упорядочивания может быть представлено
в виде

ξ1 < ξ2 < ... < ξn < Ξ (13)

или
zi−1qi−1 < qi, (14)

где
qi = xi−1

√
ξis =

qiT
1− zi

. (15)
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Отметим, что при больших значениях zi условие упорядочивания (14)
переходит в условие строгого упорядочивания (4), тогда как в области
малых zi → 0 поперечные импульсы испускаемых глюонов не упоря-
дочены.

В лидирующем логарифмическом приближении уравнение CCFM мо-
жет быть представлено в виде [17–20]

fg(x,k2
T , q

2) = f (0)
g (x,k2

T , q
2
0)Δs(q

2, q20)+

+

∫
dz

z

∫
d2qT

πq2
T

θ(q − z|qT |)Δs(q
2, z2q2

T )×

× Pgg(z,q2
T ,k

2
T )fg(x/z,k

′2
T ,q

2
T ), (16)

где, как и ранее, f (0)
g (x,k2

T , q
2
0) — некоторая начальная TMD-функция

распределения глюонов и k′
T = (1− z)/zqT + kT . Функция расщепления

CCFM может быть записана в форме

Pgg(z,q2
T ,k

2
T ) =

Nc

π
αs

(
q2
T (1− z)2

) [ 1
1− z

− 1+
z(1− z)

2

]
+

+
Nc

π
αs(k

2
T )

[
1
z
− 1+

z(1− z)

2

]
Δns(z,q2

T ,k
2
T ). (17)

Судаковский формфактор, необходимый для устранения коллинеарных
расходимостей в функции расщепления глюонов CCFM (возникающих
в слагаемых вида 1/(1− z) при z → 1), записывается в форме

lnΔs(p
2, q2) = −Nc

π

p2∫

q2

dk2

k2

1−Δ∫

0

αs(k
2(1− z)2)

1− z
, (18)

где Δ = |q|/|k|. «Несудаковский» формфактор Δns(z,q2
T ,k

2
T ) в (17) име-

ет то же происхождение, что и реджевские факторы (s/s0)
ω(t) в (7),

и применяется для учета логарифмических поправок, пропорциональных
ln 1/z. Он может быть представлен в виде [90]

lnΔns(z,q2
T ,k

2
T ) = −Nc

π
αs(k

2
T )

1∫

z

dz′

z′

|kT |∫

z′|qT |

dp2

p2
=

= −Nc

π
αs(k

2
T ) ln

(z0
z

)
ln

(
k2
T

z0zq2
T

)
, (19)

где z0 = 1 при |kT |/|qT | > 1, z0 = |kT |/|pT | при z < |kT |/|qT | < 1 и z0 = z
при |kT |/|qT | < z. Из выражения (17) видно, что в уравнении CCFM учи-
тывается мягкая сингулярность функции расщепления в области z → 1
и эффекты BFKL в лидирующем логарифмическом приближении. Дей-
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ствительно, если в формуле (17) пренебречь членом, пропорциональным
1/(1 − z), и опустить формфактор Судакова в (16), то уравнение CCFM
станет эквивалентным [20] уравнению BFKL. Отметим, что на каждом
шаге эволюции используется дополнительное условие кинематического
соответствия [91]:

q2
T <

(1− z)k2
T

z
. (20)

Это условие позволяет учесть значительную часть поправок следующего
порядка теории возмущений в области малых x.

Функция распределения глюонов fg(x,k2
T , q

2), удовлетворяющая
уравнению (16), явно зависит от величины q2. Последняя связана
с переменной Судакова Ξ = cos θ, которая определяет максимально
возможный угол испускания глюонов в процессе эволюции каскада
согласно (13). Величина q2 в уравнении CCFM играет роль, аналогичную
роли масштаба μ2 в уравнениях DGLAP, поскольку

q2 
 x2Ξs = ŝ+Q2
T , (21)

где ŝ — переменная Мандельштама для партонного подпроцесса. Соот-
ношение (21) обычно определяет выбор факторизационного масштаба μF

в феноменологических расчетах. Ниже мы будем полагать q2 = μ2.
Подход CCFM применим к процессам, в которых динамика взаи-

модействия проявляется на двух различных характерных масштабах.
Типичным примером может служить процесс рождения струй адронов,
обладающих большим поперечным импульсом pT в глубоконеупругом
ep-рассеянии при высоких энергиях. Действительно, в этом случае взаи-
модействие частиц определяется величинами порядка Q2 и p2T . Другим
примером может являться процесс рассеяния двух виртуальных фотонов
с близкими виртуальностямиQ2

1 ∼ Q2
2 ∼Q2, которые значительно меньше

полной энергии взаимодействия: Λ2
QCD � Q2 � s.

Решение уравнения CCFM может быть получено численно с помощью
различных программных пакетов (например, UPDFEVOLVE [92]). На
основе этого уравнения был создан генератор событий Монте-Карло
CASCADE [93], позволяющий выполнять расчеты сечений различных
процессов КХД при высоких энергиях и проводить количественное срав-
нение с экспериментальными данными. Учет динамики CCFM глюонных
распределений в протоне может производиться также с помощью разра-
ботанного недавно Монте-Карло генератора событий PEGASUS [94].

1.4. Подход KMR. В работах [95, 96] был предложен метод полу-
чения TMD партонных распределений fa(x,k2

T ,μ
2) из обычных (колли-

неарных) функций распределения a(x,μ2), которые удовлетворяют урав-
нениям эволюции DGLAP — так называемый подход Кимбера–Мар-
тина–Рыскина (KMR). Этот метод основан на ключевом предположении
о том, что зависимость от поперечного импульса входит в партонные
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распределения лишь на последнем шаге эволюции (в отличие от подхода
CCFM, в котором поперечный импульс возникает в результате большого
числа расщеплений), а также позволяет учесть условие углового упоря-
дочивания партонов в процессе эволюции партонного каскада*.

Процедура KMR в ведущем порядке теории возмущений состоит
в следующем. Полагая характерный энергетический масштаб партонного
подпроцесса (факторизационный масштаб) равным некоторому значению
μ2 = k2

T , уравнения эволюции DGLAP (3) можно представить в виде

∂a(x,k2
T )

∂ lnk2
T

=
αs(k

2
T )

2π
×

×
∑
b

⎡⎣1−Δ∫

x

dz

z
P

(0)
ab (z)b

(x
z
,k2

T

)
− a(x,k2

T )

1−Δ∫

0

dz zP
(0)
ba (z)

⎤⎦ , (22)

где, как и ранее, P (0)
ab (z) — функции расщепления DGLAP в веду-

щем порядке и a, b = q, g. Первое слагаемое в правой части выра-
жения (22) соответствует реальным партонным излучениям в области
μ2 < k2

T < μ2 + δμ2, а второе отвечает вкладам от виртуальных эмиссий.
Отметим, что введение параметра обрезания Δ необходимо для устра-
нения коллинеарных расходимостей, возникающих при z → 1 в обоих
интегралах, входящих в уравнение (22). Последнее может быть перепи-
сано в форме

∂

∂ lnk2
T

[
Ta(k

2
T ,μ

2)a(x,k2
T )
]
= Ta(k

2
T ,μ

2)
αs(k

2
T )

2π
×

×
∑
b

1−Δ∫

x

dz

z
P

(0)
ab (z)b

(x
z
,k2

T

)
, (23)

где Ta(k2
T ,μ

2) — формфактор Судакова, который определяет вероятность
того, что партон a, обладающий поперечным импульсом k2

T , не испустит
другой партон в процессе КХД-эволюции до масштаба μ2:

lnTa(k
2
T ,μ

2) = −
μ2∫

k2
T

dp2T
p2T

αs(p
2
T )

2π

∑
b

1−Δ∫

0

dz zP
(0)
ba (z). (24)

* Способ вычисления TMD кварковых и глюонных распределений в протоне
с помощью численного решения уравнений эволюции DGLAP был предложен
в рамках так называемого подхода PB (Parton Branching Approach) [97, 98]
(см. также [99, 100]).
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Здесь мы используем обозначения, принятые в работах [95, 96]. Вы-
полняя интегрирование обеих частей уравнения (23) по k2

T в пределах
μ2
0 < k2

T < μ2 и учитывая очевидное соотношение Ta(μ2,μ2) = 1, легко
получить, что

a(x,μ2) = Ta(μ
2
0,μ

2) a(x,μ2
0)+

+

μ2∫

μ2
0

dk2
T

⎡⎣Ta(k2
T ,μ

2)
αs(k

2
T )

2π

∑
b

1−Δ∫

x

dz

z
P

(0)
ab (z)b

(x
z
,k2

T

)⎤⎦ , (25)

где μ2
0 ∼ 1 ГэВ2 — начальный масштаб, при котором начинается эволю-

ция DGLAP партонных распределений a(x,μ2). Выражение в квадратных
скобках определяет TMD-функцию распределения партона a в так назы-
ваемой интегральной формулировке процедуры KMR:

fa(x,k2
T ,μ

2) = Ta(k
2
T ,μ

2)
αs(k

2
T )

2π

∑
b

1−Δ∫

x

dz

z
P

(0)
ab (z)b

(x
z
,k2

T

)
, (26)

при k2
T � μ2

0. Кроме того, из соотношений (23) и (26) легко получить, что

fa(x,k2
T ,μ

2) =
∂

∂ lnk2
T

[
Ta(k

2
T ,μ

2)a(x,k2
T )
]
. (27)

Выражение (27) представляет собой так называемую дифференциаль-
ную формулировку процедуры KMR для TMD-функции распределения
партона a. В области малых k2

T < μ2
0 партонные распределения обычно

определяются как

1
k2
T

fa(x,k2
T ,μ

2)|k2
T<μ2

0
=

1
μ2
0

a(x,μ2
0)Ta(μ

2
0,μ

2), (28)

что в точности обеспечивает выполнение условия нормировки:

μ2∫

0

d2kT

πk2
T

fa(x,k2
T ,μ

2) = a(x,μ2). (29)

Значение параметра Δ, который входит как в выражение для формфак-
тора Судакова (24), так и в выражение для TMD-функции распределения
партонов (26), может быть определено различными способами [95, 96].
Так, условию строгого упорядочивания поперечных импульсов испускае-
мых партонов в уравнениях эволюции DGLAP отвечает величина

Δ = |kT |/μ, (30)
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в этом случае область применения распределений KMR ограничена усло-
вием |kT | < μ(1− x). Другой выбор, а именно

Δ =
|kT |

|kT |+ μ
, (31)

соответствует условию упорядочивания по углу θ (или, что то же самое,
по быстроте y) между последним партоном, излученным в процессе
КХД-эволюции каскада, и частицами, рождающимися в жестком подпро-
цессе. При таком значении параметра Δ допустимая область изменения
поперечного импульса |kT | определяется условием |kT | < μ(1/x − 1) и,
следовательно, партонные распределения KMR могут быть использованы
также при k2

T > μ2 (в этом случае формфактор Судакова полагается
равным 1). Конечно, в обычном коллинеарном приближении КХД такая
кинематическая область является недоступной ввиду условия строго-
го упорядочивания партонов по виртуальности в уравнениях эволюции
DGLAP.

Как было показано в работе [101], выражения для TMD-распреде-
лений партонов в интегральной (26) и дифференциальной (27) форму-
лировках процедуры KMR полностью эквивалентны при использовании
в качестве начальных условий коллинеарных распределений, при вы-
числении которых мягкие сингулярности устраняются с помощью пара-
метра Δ. Однако в случае использования распределений, предложенных
группами NNPDF [102], MMHT [103] или CTEQ [104] для вычисления
TMD-распределений партонов должна применяться интегральная форму-
лировка (26).

Учет поправок следующего порядка (NLO) к формулам (24) и (26)
был проведен в работе [105]. Показано, что основной эффект этих
поправок связан с необходимостью более точного определения масштаба
k′2
T , при котором вычисляются коллинеарные распределения, а именно:

k′2
T = k2

T /(1 − z). Кроме того, сами функции распределения партонов
также должны включать в себя вклады порядка NLO. Роль поправок
следующего порядка к функциям расщепления P (0)

ab (z) оказалась доста-
точно невелика [105].

2. TMD-ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПАРТОНОВ В ПРОТОНЕ

В настоящее время при проведении численных расчетов используется
значительное число различных TMD-распределений партонов в протоне,
полученных с помощью численных или аналитических решений урав-
нений КХД-эволюции BFKL-типа. Большинство из этих наборов вклю-
чено в библиотеку TMDLIB [106]. Ключевые особенности некоторых
(наиболее часто используемых) TMD-распределений глюонов и кварков
рассмотрены ниже.



432 ЛИПАТОВ А. В., БАРАНОВ С.П., МАЛЫШЕВ М.А.

2.1. Функции распределения A0 и B0. В одной из пионерских
работ [107] было получено численное решение уравнения CCFM с уче-
том только сингулярных (пропорциональных ln 1/z и ln 1/(1− z)) членов
в функции расщепления (17). Начальная функция распределения глюо-
нов в протоне f (0)

g (x,k2
T , q

2
0) была выбрана в следующем виде:

f (0)
g (x,k2

T , q
2
0) = Nxp0(1− x)p1 exp

(
−k2

T

q20

)
, (32)

при этом численные значения параметров N , p0 и p1 определены из
условия наилучшего описания экспериментальных данных коллабораций
H1 и ZEUS для структурной функции протона F2(x,Q2) в области
x < 5 · 10−3 и Q2 > 4,5 ГэВ2. Как уже было отмечено выше, коллинеар-
ные расходимости, возникающие при z → 1 в выражениях (17) и (18),
устранялись ограничением соответствующих областей интегрирования
до некоторого верхнего значения zmax = 1− q0/|qT |, где qT — попереч-
ный импульс испущенного глюона, см. (12). Такой подход аналогичен
методу, применяемому в рамках формализма KMR. Кроме того, в процес-
се эволюции глюонного каскада постулировалось отсутствие глюонных
эмиссий в области |kT | < kcutT и |qT | < q0. Это приближение представля-
ется достаточно разумным, поскольку в области небольших масштабов
μ2 ∼ q20 и малых поперечных импульсов kT эффекты насыщения глю-
онных распределений и рекомбинации глюонов, останавливающие рост
глюонных плотностей и, соответственно, сечений физических процессов,
становятся существенными.

Функции распределения A0, предложенной в работе [107], отве-
чают следующие значения параметров начального распределения (32):
q0 = kcutT = 1,33 ГэВ, p0 = 0 и p1 = 4. Функция B0 была получена
при q0 = 0,8 ГэВ, kcutT = 0,25 ГэВ, p0 = 0 и p1 = 4. Значения χ2/dof,
достигаемые при описании экспериментальных данных для структурной
функции F2(x,Q2) с использованием этих распределений, составляют 1,1
и 1,4 [107]. Отметим, что при определении численных параметров из
данных использовалось однопетлевое выражение для бегущей констан-
ты связи КХД, факторизационный масштаб определялся согласно (21),
а ренормализационный масштаб полагался равным поперечной массе
конечных частиц. Для оценки неопределенностей результатов феноме-
нологических расчетов, связанных с выбором ренормализационного мас-
штаба μR, в работе [107] предложены функции распределения A0(B0)+ и
A0(B0)−, параметры которых были определены при значениях μR → 2μR

и μR → μR/2 соответственно.
Зависимость функций распределения A0 и B0 от переменной x и по-

перечного импульса k2
T для различных значений μ2 приведена на рис. 3.

Как легко видеть, величина kcutT в значительной степени определяет
форму глюонных распределений в области небольших k2

T . Кроме того,
область малых поперечных импульсов наиболее чувствительна к на-
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чальному распределению (32), которое представляет собой непертурба-
тивную часть глюонной плотности. При достаточно больших значениях
k2
T поведение функций распределения глюонов определяется главным

образом уравнением эволюции CCFM. Отметим, что распределение A0
показало лучшие результаты при описании экспериментальных данных
для широкого класса процессов рождения частиц при высоких энергиях.
Обе функции A0 и B0 включены в состав библиотеки TMDLIB [106]
и Монте-Карло генератора событий PEGASUS [94].

2.2. Функции распределения JH’2013 set 1 и set 2. Как было
отмечено выше, в ранней работе [107] уравнение эволюции CCFM было
решено численно с учетом только вкладов сингулярных членов (первых
слагаемых в квадратных скобках) в функции расщепления глюонов (17).
Такое приближение может быть применимо с достаточной точностью
при высоких энергиях, где x → 0. В области промежуточных значе-
ний переменной x возрастает роль несингулярных членов в функции
расщепления (17). Учет этих вкладов был проведен в работе [108],
в которой представлены два новых набора TMD глюонных распределе-
ний: JH’2013 set 1 и JH’2013 set 2; при этом в обоих случаях в ка-
честве начального распределения использовалась функция вида (32).
Численные значения соответствующих параметров были определены из
условия наилучшего описания недавних прецизионных данных [8, 9]
коллабораций H1 и ZEUS для структурных функций протона F2(x,Q2)
и/или F c

2 (x,Q
2). Так, параметры функции распределения JH’2013 set 1

(а именно p0 = −0,18074, p1 = 6,5732, q0 = kcutT = 2,2 ГэВ) были полу-
чены с помощью данных для функции F2(x,Q2) в области x < 5 · 10−3

и Q2 > 5 ГэВ2, тогда как для определения их значений в случае распре-
деления JH’2013 set 2 (p0 = −0,14739, p1 = 11,431, q0 = kcutT = 2,2 ГэВ)
дополнительно использовались результаты измерений структурной функ-
ции F c

2 (x,Q
2) при Q2 > 2,5 ГэВ2. Во всех расчетах применялось двухпет-

левое выражение для константы связи КХД. Отметим, что полученные
значения приводят к достаточно хорошему описанию экспериментальных
данных для структурных функций протона: действительно, величина
χ2/dof составляет 1,18 в случае функции F2(x,Q2) и 1,43 в случае ее
комбинации с функцией F c

2 (x,Q
2). По описанному ранее подходу [107]

для оценки неопределенностей результатов феноменологических расче-
тов, связанных с выбором ренормализационного и факторизационного
масштабов, в работе [108] предложены функции распределения JH’2013
μR+(μF+) и JH’2013 μR− (μF−), параметры которых были определены
при значениях μR → 2μR (μF → 2μF ) и μR → μR/2 (μF → μF /2) соот-
ветственно.

Зависимость TMD-функций распределения JH’2013 set 1 и set 2 от
переменной x и поперечного импульса k2

T для различных значений μ2

приведена на рис. 3. Видно, что глюонные распределения набора JH’2013
существенно отличаются от функций A0 и B0 как по форме, так и по



ПОЛУЖЕСТКИЕ ПРОЦЕССЫ КХД ЗА РАМКАМИ КОЛЛИНЕАРНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ 435

абсолютной величине. Эти отличия тесно связаны с учетом различных
вкладов в эволюцию глюонного каскада в рассматриваемых подходах.
Как и распределения A0 и B0, функции JH’2013 set 1 и set 2 включены
в состав библиотеки TMDLIB [106] и Монте-Карло генератора событий
PEGASUS [94].

2.3. Функция распределения LLM’2022. Как было отмечено вы-
ше (см. также [107, 108]), в области небольших значений поперечного
импульса k2

T поведение глюонной плотности определяется главным об-
разом поведением соответствующего начального распределения, которое
представлено первым слагаемым в уравнении эволюции (16). Это позво-
ляет непосредственно определить начальную функцию f

(0)
g (x,k2

T , q
2
0) из

экспериментальных данных, полученных в области малых поперечных
импульсов для процессов, сечения которых достаточно чувствительны
к глюонным распределениям в протоне. Конечно, подобные вычисления
должны учитывать эффекты рекомбинации, взаимодействия глюонов из
различных партонных каскадов, которые обычно интерпретируются как
эффекты насыщения глюонной плотности, приводящие к восстановлению
условия унитарности (см. также [21]).

Одной из наиболее известных моделей, предложенных для описания
эффектов насыщения глюонной плотности при x→ 0, является так назы-
ваемая модель Гoлек-Берната и Вустхофа (GBW) [109, 110], основанная
на дипольной модели [111]. Модель GBW успешно применялась для
описания процессов инклюзивного [109] и дифракционного [110] глубо-
конеупругого рассеяния при энергиях коллайдера HERA. Так, в рамках
дипольной модели [111] сечение взаимодействия фотона с виртуально-
стью Q2 и протона может быть представлено в форме

σT ,L(x,Q2) =

∫
d2r

1∫

0

dz|ΨT ,L(z, r)|2 σ̂(x, r2), (33)

где r — расстояние между кварком и антикварком в цветном диполе,
который образуется в процессе расщепления γ∗ → qq. Динамика на-
сыщения описывается эффективным сечением взаимодействия σ̂(x, r2)
диполя и протона, при этом кварк обладает долей z продольного импуль-
са начального виртуального фотона. Квадраты волновых функций для
поперечно-поляризованных и продольно-поляризованных фотонов могут
быть записаны как

|ΨT (z, r)|2 = 6α
4π2

∑
q

e2q

[
(z2 + (1− z)2)Q

2
K2

1 (Qr) +m2
qK

2
0 (Qr)

]
,

(34)

|ΨL(z, r)|2 = 6α
4π2

∑
q

e2q4z
2(1− z)2Q2K2

0 (Qr),
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где K0(x) и K1(x) — функции Мак-Дональда и Q
2
= z(1 − z)Q2 +m2

q.
В работе [109] было получено следующее выражение для эффективного
сечения рассеяния σ̂(x, r2):

σ̂(x, r2) = σ0

[
1− exp

(
− r2

4R2
0(x)

)]
, (35)

где

R0(x) =
1
Q0

(
x

x0

)λ/2

. (36)

В рамках модели насыщения TMD-функция распределения глюонов свя-
зана с эффективным сечением σ̂(x, r2) следующим соотношением:

σ̂(x, r2) =
4π2αs

3

∫
dk2

T

k2
T

[
1− J0(k

2
T r)
]
fg(x,k2

T ), (37)

из которого, учитывая (35), можно получить аналитическое выражение
для глюонной плотности (функции распределения GBW):

fg(x,k2
T ) =

3σ0
4π2αs

R2
0(x)k

2
T exp

(−R2
0(x)k

2
T

)
. (38)

Значения феноменологических параметров σ0 = 29,12 мб, λ = 0,277, αs =
= 0,2, Q0 = 1 ГэВ и x0 = 4,1 · 10−5 были определены [109] из условия
наилучшего описания поведения сечения взаимодействия виртуального
фотона и протона σ(γ∗p). При малых Q2 сечение σ(γ∗p), полученное
в рамках модели насыщения GBW, перестает расти при QR0(x) < 1.
Таким образом, величина Qs ∼ 1/R0(x) представляет собой характерный
масштаб насыщения глюонной плотности.

В последующих работах [112–117] предлагалось использовать вы-
ражение (38) в несколько измененной форме. В частности, в недавней
работе [117] предложено следующее выражение:

fg(x,k2
T ) = cg(1− x)bg

3∑
n=1

(cnR0(x)|kT |)n e−R0(x)|kT |,

(39)

bg = bg(0) +
4CA

β0
ln
αs(Q

2
0)

αs(k2
T )

,

где CA = Nc = 3 и β0 = 11 − 2Nf/3. Это выражение позволяет описать
в рамках модели кварк-глюонных струн (см. [118]) экспериментальные
данные для сечений рождения заряженных адронов в столкновениях
протонов на коллайдере LHC в области небольших поперечных им-
пульсов. Значения параметров c1 = 5, c2 = 3, c3 = 2, Q0 = 1,233 ГэВ
были определены* из экспериментальных данных коллабораций ATLAS

* Подробное описание соответствующих вычислений приведено в работе [118].
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и CMS для спектров заряженных частиц в области центральных быстрот
и pT � 1 ГэВ. С целью уточнения значения параметра bg(0), который
определяет глюонную плотность (39) главным образом в области проме-
жуточных и больших x, были использованы экспериментальные данные
для ряда жестких процессов КХД, изучаемых в протон-протонных или
электрон-протонных столкновениях высоких энергий. В частности, были
использованы данные для процессов инклюзивного рождения b-струй,
хиггсовских частиц на коллайдере LHC и данные для сечений рождения
тяжелых (c и b) кварков на коллайдере HERA (см. подробнее [117]).
Функция распределения (39) отличается от функции GBW в обла-
сти малых |kT | � 1,5 ГэВ и практически совпадает с последней при
|kT | � 1,5 ГэВ. Как было показано в работе [117], режим насыщения
глюонной плотности, при котором эффективное сечение рассеяния пе-
рестает зависеть от поперечного размера r цветного диполя, в случае
распределения (39) достигается при несколько меньшем значении r по
сравнению с функцией GBW.

Быстрое падение функции распределения (39) с ростом поперечного
импульса k2

T дает возможность рассматривать ее в качестве начального
условия для эволюции CCFM (см. [107]). Так, с помощью программы
UPDFEVOLVE [92] это уравнение было решено численно, что позволило
определить TMD-функцию распределения глюонов в протоне в широкой
области изменения переменных x, k2

T и μ2. В дальнейшем мы будем
называть ее функцией распределения LLM’2022. Было показано [119],
что использование этой функции позволяет достичь хорошего согласия
с экспериментальными данными коллабораций H1 [120] и ZEUS [121]
для продольной структурной функции FL(x,Q2) при 1 � Q2 � 100 ГэВ2.
Более того, функция LLM’2022 обеспечивает лучшее описание экспери-
ментальных данных HERA для процессов ассоциативного рождения пря-
мых фотонов и струй в электрон-протонных столкновениях, чем функция
распределения JH’2013 [122].

Зависимость TMD-распределения глюонов LLM’2022 от переменной x
и поперечного импульса k2

T для различных значений μ2 приведена на
рис. 3. Отметим, что предложенный подход, при котором различные пара-
метры начального глюонного распределения определяются в соответству-
ющих кинематических областях, позволяет существенно уменьшить тео-
ретические неопределенности рассчитанной в конечном итоге глюонной
плотности. Функция распределения глюонов LLM’2022 входит в состав
общедоступной библиотеки TMDLIB [106] и Монте-Карло генератора
PEGASUS [94].

2.4. Аналитические выражения для TMD-распределений парто-
нов в приближении двойного скейлинга. Как было показано в рабо-
те [123], в рамках формализма KMR могут быть получены аналитические
выражения для TMD-функций распределения партонов с использованием
в качестве начальных условий коллинеарных партонных плотностей,
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вычисленных в так называемом приближении двойного скейлинга КХД
(DAS, или Double Asymptotic Scaling Approximation) [124–126]. Это при-
ближение основано на свойствах асимптотического поведения решений
уравнений эволюции DGLAP при x → 0 [127]. Так, в рамках подхода
DAS функции распределения морских кварков и глюонов в протоне при
начальном масштабе μ2

0 ∼ 1 ГэВ2 предполагаются плоскими (независя-
щими от x):

xa(x,μ2
0) = Aa, (40)

где a = qs или g. В работах [124, 125, 128] были получены простые
аналитические выражения для решений уравнений DGLAP в ведущем
и следующем за ним порядках теории возмущений КХД в области
малых x с использованием начальных условий (40). В ведущем порядке
эти выражения имеют вид

a(x,μ2) = a+(x,μ2) + a−(x,μ2), (41)

где

xq+s (x,μ
2) =

φ

3
(Ag + CAq) Ĩ1(σ) e

−d+s +O(ρ),

xq−s (x,μ2) = Aq e
−d−s +O(x),

(42)
xg+(x,μ2) = (Ag + CAq) I0(σ) e

−d+s +O(ρ),

xg−(x,μ2) = −CAq e
−d−s +O(x)

и

Ĩn(σ) =

{
ρnIn(σ), если s � 0,
(−ρ̃)nJn(σ̃), если s < 0,

(43)

In(σ) =

{
ρ−nIn(σ), если s � 0,
ρ̃−nJn(σ̃), если s < 0,

(44)

при этом

s = ln

(
αs(μ

2
0)

αs(μ2)

)
, ρ =

σ

2 ln (1/x)
, ρ̃ =

σ̃

2 ln (1/x)
,

σ = 2
√
|d̂+|s ln (1/x) , σ̃ = 2

√
−|d̂+|s ln (1/x) , φ =

Nf

CA
, C =

CF

CA
,

(45)

d̂+ = −4CA

β0
, d+ = 1+

4Nf (1− C)

3β0
,

d− =
4CF

3β0
, β0 = 11− 2

3
NF .

Функции Jn(x) и In(x) в выражениях (43) и (44) — обычные и мо-
дифицированные функции Бесселя первого рода порядка n. Численные
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значения параметров Aa и μ2
0 были определены [128–130] из экспери-

ментальных данных HERA для структурной функции протона F2(x,Q2)
при Q2 < 18 ГэВ2. Отметим, что для описания данных в области ма-
лых Q2 ∼ 0,5 ГэВ2 ренормализационный масштаб полагался равным
μ2 → μ2 +m2

ρ, где mρ — масса ρ-мезона: αs(μ
2) → αfr(μ

2) = αs(μ
2 +m2

ρ).
Кроме того, значения этих параметров также были определены с помо-
щью аналитического выражения для константы связи КХД, предложен-
ного в работах [131, 132]:

αs(μ
2) → αan(μ

2) = αs(μ
2)− 4π

β0

Λ2
QCD

μ2 − Λ2
QCD

. (46)

Как было отмечено выше, партонные плотности (41) и (42) могут быть
использованы для вычисления TMD-функций распределения партонов с
помощью метода KMR. Такие расчеты были проведены в работе [123].
Аналитические результаты, полученные с использованием интегральной
формулировки (26) процедуры KMR, имеют вид

fa(x,k2
T ,μ

2) = 4CaTa(k
2
T ,μ

2)
αs(k

2
T )

4π
×

×
[
Da(Δ)a

(
x

x0
,k2

T

)
+D

+

a (Δ)a+
(
x

x0
,k2

T

)]
, (47)

где

Da(Δ) = Da(Δ) +D−
a (Δ), D

+

a (Δ) = D+
a (Δ)−D−

a (Δ), (48)

и

Dq(Δ) = ln

(
1
Δ

)
− 1−Δ

4
(3−Δ),

D−
q (Δ) = − (1−Δ)φ

6
(2−Δ+ 2Δ2),

D+
q (Δ) =

3(1−Δ)

2C

[
2−Δ+ 2Δ2

3ρq
− 13+Δ+ 3Δ2

18

]
,

Dg(Δ) = ln

(
1
Δ

)
− 1−Δ

12
(13− 5Δ+ 4Δ2), (49)

D−
g (Δ) = 0, D+

g (Δ) =
1
ρg

+
−3+ 2Δ+Δ2

4
+
Cφ

3
,

Cq = CF , Cg = CA, ρa = ρa(x→ x/x0), x0 = 1−Δ,

ρg =
I0(σ)

I1(σ)
, ρq =

Ĩ1(σ)

I0(σ)
.

Значения параметра Δ определяются в соответствии с условиями силь-
ного упорядочивания (30) или углового упорядочивания (31) партон-
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ных эмиссий. Следует отметить, что, согласно (47)–(49), использование
обычных предположений (28) подхода KMR относительно поведения
TMD-распределений партонов в области малых k2

T не требуется.
Выражения (41)–(45) и, следовательно, аналитические выраже-

ния (47)–(49) для TMD-распределений партонов справедливы в асимпто-
тической области малых x � 5 · 10−2. Как было показано, например,
в работах [133–135], функции распределения a(x,μ2) при бóльших
значениях x ∼ 0,1−0,2 могут быть получены из (41) заменой вида

a(x,μ2) → a(x,μ2)(1− x)βa(s), βa(s) = βa(0) +
4Cas

β0
, (50)

при этом, согласно [136–138], справедлива оценка

βqv (0) ∼ 3, βqs(0) ∼ βqv (0) + 2 ∼ 5, βg(0) ∼ βqv (0) + 1 ∼ 4. (51)

Однако значения βa(0) обычно определяются из экспериментальных дан-
ных [139–141]. Следуя (50), в дальнейших расчетах предполагается,
что в области x > 5 · 10−2 TMD-распределения партонов могут быть
представлены в виде

fa(x,k2
T ,μ

2) → fa(x,k2
T ,μ

2)(1− x/x0)
βa(s). (52)

Из условия наилучшего описания экспериментальных данных коллабо-
раций CMS [142] и ATLAS [143] для процессов инклюзивного рожде-
ния струй b-кварков в протон-протонных столкновениях на коллайдере
LHC при энергии

√
s = 7 ТэВ были получены значения βg(0) = 5,77 и

βg(0) = 3,84, которые соответствуют использованию в расчетах выраже-
ний αfr(μ

2) и αan(μ
2) для константы связи КХД. Подробное описание

соответствующих вычислений в рамках kT -факторизационного подхода
приведено в работах [144, 145]. Отметим, что функция, параметры кото-
рой были определены при выборе условия (31) и константы связи КХД
αfr(μ

2), входит в состав библиотеки TMDLIB [106] (функция KLSZ’2020,
см. рис. 3) и Монте-Карло генератора событий PEGASUS [94].

3. МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ
В РАМКАХ kT -ФАКТОРИЗАЦИОННОГО ПОДХОДА

Ниже обсуждаются методы вычислений калибровочно-инвариантных
амплитуд партонных подпроцессов вне массовой поверхности и сече-
ний физических процессов. Приводится краткое описание основных воз-
можностей современных Монте-Карло генераторов событий PEGASUS,
CASCADE и KaTie.

3.1. Амплитуды партонных подпроцессов вне массовой поверх-
ности. Согласно (2) сечения (и иные характеристики) различных фи-
зических процессов в рамках kT -факторизационного подхода КХД опре-
деляются сверткой TMD-распределений партонов в адроне (протоне)
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и амплитуд соответствующих жестких подпроцессов рассеяния. Вви-
ду отсутствия в общем случае условия строгого упорядочивания по
поперечным импульсам партонов, испускаемых во время КХД-эволю-
ции партонного каскада, в расчетах становится необходимым учитывать
зависимость этих амплитуд от виртуальности начальных частиц, т. е.
вычислять их более точно, без обычных упрощений коллинеарного при-
ближения КХД.

Такие вычисления могут быть выполнены в рамках формализма,
основанного на эффективной теории поля в мультиреджевской кинема-
тике [146–148] (см. также [149]). Эффективное действие для редже-
зованных глюонов и кварков обеспечивает t-канальную факторизацию
древесных амплитуд в этом пределе и их калибровочную инвариантность
во всех порядках теории возмущений. Согласно (7) асимптотическое
выражение для амплитуды множественного рождения состоит из ка-
либровочно-инвариантных эффективных вершин, описывающих процесс
рождения обычных частиц, отделенных друг от друга большими интер-
валами по быстроте. Эти вершины связаны друг с другом с помощью
обменов t-канальными виртуальными степенями свободы — реджезо-
ванными глюонами (R±) и кварками (Q±). Как и ранее, индексы ±
обозначают большую компоненту импульса (в переменных светового
конуса), которую переносит реджезованный партон, обладающий так-
же и поперечным импульсом того же порядка. Эффективные вершины
взаимодействия включают в себя нелокальные индуцированные вклады,
обеспечивающие калибровочную инвариантность амплитуд в реджевском
пределе, несмотря на виртуальность взаимодействующих партонов. Так,
например, вершина R+R−g для процесса рождения янг-миллсовского
глюона с импульсом k = k1 + k2 в столкновении двух реджезованных
глюонов R+ и R−, обладающих импульсами k1 и k2 и цветовыми индек-
сами a и b, имеет вид [150]

Γabc
+μ−(k1, k2) = −2gfabc×

×
[
(k2 − k1)μ +

(
k21
k−2

+ k+1

)
n−

μ −
(
k22
k+1

+ k−2

)
n+

μ

]
. (53)

Вершины взаимодействия реджезованных глюонов и кварков, R±qq, за-
писываются как

Γ±a = gtan̂∓, (54)

а вершины рассеяния с участием реджезованных кварков, Q±qg, могут
быть представлены в форме [63, 151, 152]

Γa
±μ(k, q) = gta

(
γμ + n∓

μ

k̂

q∓

)
, (55)

где k и q — импульсы реджезованного кварка и янг-миллсовского глюона
с цветовым индексом a соответственно. В системе центра масс сталки-
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Рис. 4. Схематичное изображение амплитуды процесса q+ q′ → q+ g + q′ в муль-
тиреджевской кинематике и соответствующие фейнмановские диаграммы. Две
диаграммы, в которых конечный глюон испускается из нижней кварковой линии,
не показаны

вающихся частиц 4-векторы n± направлены вдоль оси взаимодействия z,
n± = (1, 0, 0,∓1). Правила Фейнмана для эффективной теории поля
приведены и детально обсуждаются в работе [153].

Наиболее часто в последующих расчетах будут встречаться различ-
ные подпроцессы, при вычислении амплитуд вне массовой поверхности
которых необходимо использовать эффективные вершины взаимодей-
ствия вида (53) с участием двух реджезованных глюонов. В качестве
примера можно привести процесс рассеяния q(p1) + q′(p2) → q(p3) +
+ g(p4) + q′(p5). Калибровочно-инвариантный набор фейнмановских диа-
грамм, дающих вклад в амплитуду этого процесса, изображен на рис. 4.
Непосредственными вычислениями нетрудно показать, что в мультиред-
жевском пределе соответствующая амплитуда может быть представлена
в факторизованной форме (7) с обменом реджезованными глюонами
в t-канале (см., например, [154]):

A(q + q′ → q + g + q′) ∼
∼ [u(p3)Γ−au(p1)]

1
t13

Γabc
+μ−(k1, k2)ε

μ
c (p4)

1
t25

[
u(p5)Γ+

bu(p2)
]
. (56)

Выражение (56), конечно, удовлетворяет тождеству Славнова–Тейлора,
поскольку Γabc

+μ−(k1, k2)(k1 + k2)
μ = 0.

В дальнейших расчетах широко используется метод, предложен-
ный в работах [23, 24] (см. также [21, 22]). В рамках этого мето-
да реджезованные глюоны, обладающие импульсами k1 = z1p1 + k1T и
k2 = z2p2 + k2T , рассматриваются как начальные виртуальные частицы,
участвующие в жестком взаимодействии. Полагая светоподобные векто-
ры n± равными n+

μ = 2p2μ/
√
s , n−

μ = 2p1μ/
√
s и выбирая специальную

физическую (аксиальную) калибровку, qμAμ = 0, в которой поляризаци-
онный тензор глюона с импульсом k имеет вид

dμν(k) = −gμν +
qμkν + qνkμ

(k · q) − q2
kμkν

(k · q)2 , (57)

где q — некоторый 4-вектор, легко заметить, что

pμ1 dμν(k1) =
kν1T
z1

, pμ2 dμν(k2) =
kν2T
z2

. (58)
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Из соотношений (58) следует, что специальный выбор вектора по-
ляризации для реджезованного глюона c импульсом k (а именно
εμ(k) = kμT /|kT |) позволяет исключить вклад диаграмм в и г, изобра-
женных на рис. 4 (а также аналогичной группы диаграмм, в которых
конечный глюон испускается из нижней кварковой линии) в амплитуду
рассматриваемого процесса. Более того, в этом случае эффективная вер-
шина взаимодействия (53) может быть заменена обычной трехглюонной
вершиной (см., например, [155]):

Cabc
μνλ(q1, q2, q3) = gfabc×

×
[
(q2 − q1)

λ
gμν + (q3 − q2)

μ
gνλ + (q1 − q3)

ν
gμλ
]
, (59)

при этом, несмотря на виртуальность начальных глюонов, калибровочная
инвариантность амплитуды рассеяния сохраняется [23, 24]. В случае
абелевского взаимодействия структура эффективной вершины (54) также
обеспечивает калибровочную инвариантность рассчитанных амплитуд.

Отметим, что выражение для поляризационного тензора виртуаль-
ных глюонов также можно получить, рассматривая процесс испуска-
ния такого глюона находящимся на массовой поверхности кварком:
q(p) → q′(p′) + g(k). Действительно,∑

εμ(k)ε∗ν(k) ∼ Lμν = g2
1
k2

tr [(p̂′ +mq)γ
μ(p̂+mq)γ

ν ] =

= g2
1
k2

[8pμpν − 4(p · k)gμν ] , (60)

где mq — масса кварка. Пренебрегая вторым слагаемым в правой части
соотношения (60) в рассматриваемой кинематической области, k � p,
а также полагая в этом пределе k = zp+ kT , легко получить, что∑

εμ(k) ε∗ν(k) =
kμTk

ν
T

k2
T

. (61)

В пределе |kT | → 0 выражение (61) переходит в обычное выражение
для матрицы плотности глюонов, находящихся на массовой поверхности:∑
εμ(k)ε∗ν(k) → −gμν/2. Следует подчеркнуть, что предложенный под-

ход [23, 24] и, в частности, тензор поляризации (61) активно применя-
ется при проведении различных феноменологических расчетов (см., на-
пример, [39, 40, 46, 47, 156]). Кроме того, в недавней работе [157] был
предложен метод автоматического вычисления амплитуд вне массовой
поверхности (в древесном приближении) для определенного класса пар-
тонных подпроцессов. Этот метод, основанный на соотношениях рекур-
сии Бритто–Качасо–Фен–Виттена (BCFW), используется в Монте-Карло
генераторе KaTie [158].

3.2. Сечение физических процессов. Как уже было упомянуто
выше, в рамках kT -факторизационного подхода сечение физических про-
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цессов определяется сверткой TMD-распределений партонов в протоне
и сечений соответствующих жестких партонных подпроцессов вне мас-
совой поверхности. В общем случае рождения n частиц формула для
сечения имеет вид

σ(pp → p1 + ...+ pn +X) =
π

ŝF
(4π)2−2n

∑
a,b

|A(a+ b→ p1 + ...+ pn)|2×

× fa(x1,k2
1T ,μ

2)fb(x2,k2
2T ,μ

2)×
× dk2

1T dk
2
2T dp

2
1T · · · dp2

(n−1)T dy1 · · · dyn
dφ1

2π
· · · dφn−1

2π
, (62)

где ŝ = (k1 + k2)
2, а piT , yi и φi — поперечные импульсы, быстроты

(в системе центра масс сталкивающихся протонов) и азимутальные углы
конечных частиц. В формуле (62) |A(a + b → p1 + ...+ pn)|2 — квадрат
амплитуды вне массовой поверхности жесткого подпроцесса рассеяния,
где, как обычно, проведено суммирование по поляризациям конечных
частиц и усреднение по поляризациям начальных. Доли продольных
импульсов начальных протонов x1 и x2 могут быть вычислены с помощью
закона сохранения энергии-импульса:

x1
√
s =

n∑
i=1

miT exp (yi), x2
√
s =

n∑
i=1

miT exp (−yi), (63)

где поперечная масса i-й частицы m2
iT = m2

i + p2
iT . Выражение для

инвариантного потока F обычно выбирается в соответствии с общим
определением [159]:

F = 2λ1/2(ŝ, k21, k
2
2), λ(x, y, z) = (x− y − z)2 − 4yz. (64)

Отметим, что выражение (62) используется, в частности, в Монте-Карло
генераторе событий PEGASUS [94].

3.3. Монте-Карло генераторы событий. Как известно, различные
Монте-Карло генераторы событий широко используются в настоящее
время как теоретическими группами, так и экспериментальными кол-
лаборациями для анализа данных по рождению и распаду частиц на
современных коллайдерах. Такие генераторы, как PYTHIA 8.2 [160],
MCFM 9.0 [161], MadGraph5_aMC@NLO [162], SHERPA 2.2 [163] и др.,
позволяют проводить вычисления в рамках коллинеарного приближения
КХД в ведущем или следующем за ним порядках теории возмуще-
ний. Различные алгоритмы численного моделирования партонных ливней
в начальном и/или конечном состоянии расширяют возможности Монте-
Карло генераторов и позволяют уточнить соответствующие предсказа-
ния (см., например, [164–167]). В последнее время были разработаны
генераторы событий CASCADE [93] и KaTie [158], в которых приме-
няется kT -факторизационный подход КХД для расчетов сечений жест-
ких процессов при высоких энергиях. В основе генератора CASCADE
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лежит уравнение глюонной эволюции CCFM; в последней версии (3.0)
также появилась возможность использовать подход PB для вычисления
TMD-распределений как глюонов, так и кварков всех ароматов. С помо-
щью генератора KaTie могут быть рассчитаны в автоматическом режиме
амплитуды вне массовой поверхности для произвольных процессов Стан-
дартной модели (с участием до четырех частиц в конечном состоянии)
в древесном приближении, при этом используется метод, основанный
на соотношениях рекурсии BCFW [157]. Интерфейс к TMD-функциям
распределения партонов в протоне обеспечивает пакет TMDLIB [106].

Недавно был разработан новый генератор событий PEGASUS (Partic-
le Event Generator: A Simple-in-Use System) [94] (см. рис. 5). Он предна-
значен для проведения расчетов сечений широкого ряда процессов КХД
в pp-, pp- или ep-столкновениях высоких энергий (которые изучаются
или будут изучаться в экспериментах на современных коллайдерах и
коллайдерах следующего поколения) с учетом TMD-динамики партон-
ных распределений. В его состав входит библиотека, включающая в се-
бя значительное число амплитуд вне массовой поверхности различных
подпроцессов взаимодействия кварков и глюонов, а также набор TMD-
функций распределения партонов в протоне, которые наиболее часто
применяются в феноменологических исследованиях в настоящее время.
Сгенерированные события (взвешенные или невзвешенные, в зависимо-
сти от желания пользователя) могут быть записаны в выходной файл
в формате Les Houches Event (*.lhe) [168] для их дальнейшей обработки.
PEGASUS является первым и (пока) единственным Монте-Карло генера-
тором событий, в котором используется удобный и интуитивно понятный
графический интерфейс для задания различных параметров численных
расчетов, таких, например, как массы частиц, относительные вероят-
ности их распадов и др. Встроенный инструмент PEGASUS PLOTTER
позволяет отображать (и даже использовать) результаты расчетов непо-
средственно во время набора статистики. Предусмотрена возможность
работы с генератором из командной строки (в терминале), что может
быть удобно в случае необходимости накопления достаточно большого
числа событий. Кроме того, PEGASUS не требует специальной процеду-
ры установки и свободно распространяется в виде исполняемого файла
(вместе с несколькими необходимыми библиотеками) для компьютеров
под управлением операционной системы Linux. Эти отличительные осо-
бенности, а также отсутствие необходимости для пользователя обладать
специальными навыками программирования и/или опытом работы с дру-
гими генераторами, выгодно выделяют PEGASUS из ряда аналогичных
программных средств. Несмотря на то, что PEGASUS был разработан
относительно недавно, он уже был использован коллаборацией ALICE
при анализе последних экспериментальных данных для сечений процесса
инклюзивного рождения мезонов J/ψ в протон-протонных столкновени-
ях на коллайдере LHC при энергиях

√
s = 5,02 и 13 ТэВ [169, 170].
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Рис. 5. Главное окно Монте-Карло генератора событий PEGASUS

Программный код генератора написан на языке C++ с использо-
ванием ряда подпрограмм, написанных на языке FORTRAN. Интер-
фейс к некоторым функциям распределения партонов в протоне обес-
печивается с помощью свободно распространяемых программ груп-
пы MMHT [103] и коллаборации CTEQ [104, 171], которые вклю-
чены в состав генератора. Для выполнения численного интегрирова-
ния методом Монте-Карло применяется программа VEGAS [172]. Кро-
ме того, генератор использует библиотеку QWTPLOT версии 6.1.3
(https://qwt.sourceforge.io). Вся актуальная информация о последней
версии генератора и его новых возможностях публикуется на официаль-
ном сайте*.

3.4. Реконструкция кинематики адронных струй. При описании
сечений процессов, происходящих с образованием струй адронов в конеч-
ном состоянии, принципиальные отличия между теоретическими подхо-
дами к вычислению сечений и/или иных характеристик таких процессов
проявляются наиболее ярко. Так, в рамках обычной теории возмуще-
ний КХД для описания сечений процессов с образованием N струй
необходимо вычислить матричный элемент как минимум N -частичного
конечного состояния, что, вообще говоря, представляет собой весьма
серьезную задачу в случае достаточно большого N . При использовании
kT -факторизационного подхода мы имеем принципиально иную картину:
значительное число струй адронов формируется в процессе эволюции
начального глюонного каскада, что позволяет при вычислении матрич-

* https://theory.sinp.msu.ru/doku.php/pegasus/news.
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ного элемента партонного взаимодействия ограничиться только ведущим
порядком, тем самым значительно упрощая расчеты. В этом случае
кинематические свойства адронных струй описываются с помощью соот-
ветствующего уравнения глюонной эволюции, тогда как в обычной тео-
рии возмущений КХД они определяются только амплитудой партонного
рассеяния. Таким образом, исследования таких процессов и, в частности,
изучение различных наблюдаемых, связанных с кинематикой струй адро-
нов в рамках kT -факторизационного подхода КХД, позволяет получить
дополнительную информацию о динамике глюонной эволюции в протоне.

Долгое время значительным лимитирующим фактором при исполь-
зовании kT -факторизационного подхода КХД для вычисления сечений
процессов ассоциативного рождения частиц и струй адронов была прак-
тическая сложность правильного учета кинематики струй, образующих-
ся в результате излучения кварков и глюонов в начальном состоянии.
Недавно эта проблема получила решение благодаря новой версии Монте-
Карло генератора событий CASCADE [93], с помощью которого вычисле-
ния на партонном уровне могут быть дополнены моделированием вкладов
TMD партонных ливней. Это открывает новые возможности для изуче-
ния таких процессов, как процессы ассоциативного рождения прямых
фотонов, бозонов Хиггса или лептонных пар Дрелла–Яна и адронных
струй, что тем самым существенно расширяет область применимости
kT -факторизационного подхода КХД.

В работах [122, 173, 174] был предложен и использован следую-
щий способ вычисления сечений процессов с образованием адронных
струй, основанный на механизме численной реконструкции кинемати-
ки последних. Так, вычисление полных и дифференциальных сечений
рассматриваемых процессов выполняется в два этапа. На первом этапе
применяется Монте-Карло генератор событий PEGASUS [94], с помощью
которого производятся численные расчеты в соответствии с (62). Сге-
нерированные события записываются в файл *.lhe (формат Les Houches
Event [168]). На следующем этапе подготовленный файл *.lhe использу-
ется для численной реконструкции цепочки эволюции глюонных распре-
делений. С этой целью проводится моделирование процессов излучения
глюонов в начальном состоянии с помощью алгоритма TMD-генера-
ции партонных ливней (в соответствии с уравнением эволюции CCFM)
программы CASCADE [93], что позволяет вести отбор событий с лю-
бым числом адронных струй согласно критериям экспериментального
анализа.

4. ПРИМЕНЕНИЕ kT -ФАКТОРИЗАЦИОННОГО ПОДХОДА
К НЕКОТОРЫМ ПРОЦЕССАМ ПРИ ВЫСОКИХ ЭНЕРГИЯХ

Ниже обсуждаются результаты, полученные за последнее время
в рамках kT -факторизационного подхода для полных и дифференциаль-
ных сечений некоторых процессов КХД, которые определяются главным
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образом подпроцессами фотон-глюонного или глюон-глюонного слияния
и которые являются наиболее чувствительными к функциям распределе-
ния глюонов в протоне. Проводится сравнение с предсказаниями, полу-
ченными в рамках стандартного (коллинеарного) подхода КХД в следую-
щем за ведущим порядке теории возмущений.

4.1. Структурные функции глубоконеупругого рассеяния. Как
известно, одним из основных инструментов исследования структуры про-
тона являются процессы глубоконеупругого лептон-протонного рассея-
ния (ГНР). Лептоны, участвующие в таких процессах, являются либо за-
ряженными лептонами (электронами или мюонами), либо нейтрино, ко-
торые рассеиваются на нуклонах мишени посредством электромагнитных
или слабых взаимодействий соответственно. Так, в случае заряженных
лептонов ГНР представляет собой «зондирование» структуры мишени
виртуальными фотонами. Из принципа неопределенности следует, что
фотон с виртуальностью Q2 позволяет определить структуру в масшта-
бе длин порядка 1/

√
Q2 . С увеличением массы виртуального фотона

структура протона «прощупывается» на все более малых расстояниях.
Исследование вкладов тяжелых (c или b) кварков в структурные функции
протона, в частности, в функцию F2(x,Q2), дает возможность напрямую
получать информацию о глюонной составляющей протона, поскольку,
как было отмечено выше, тяжелые кварки рождаются главным образом
в подпроцессе фотон-глюонного слияния*.

Пренебрегая массами электрона и протона по сравнению с массой
тяжелого кварка и/или передаваемым импульсом, дифференциальное
сечение процесса глубоконеупругого рассеяния электрона на протоне
e(k) + p(p) → e′(k′) +Q(p1) +Q(p2) +X(pX), где импульсы всех частиц
указаны в скобках, можно представить в виде (см., например, [1])

dσ(ep → e′ +Q+Q +X)

dx dy
=

2πα2

xQ4 ×

×
[(

1− y +
y2

2

)
FQ
2 (x,Q2)− y2

2
FQ
L (x,Q2)

]
. (65)

Здесь FQ
2 (x,Q2) и FQ

L (x,Q2) — вклады тяжелого кварка в соответ-
ствующие структурные функции протона. Переменные x = Q2/2(p · q)
и y = (p · q)/(p · k) представляют собой долю продольного импульса
начального протона, уносимую глюоном, и долю энергии электрона,
переданную протону соответственно; при этом передаваемый импульс
q = k − k′ и Q2 = −q2. Согласно общей формуле (2) структурные функ-

* Различные методы вычисления глюонной плотности (в ведущем и сле-
дующем за ним порядках теории возмущений КХД) из экспериментальных
данных для функций F2(x,Q2), FL(x,Q2) и логарифмической производной
∂F2(x,Q2)/∂ lnQ2 были предложены, например, в работах [175–179].
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ции FQ
2 (x,Q2) и FQ

L (x,Q2) в рамках kT -факторизационного подхода
КХД могут быть представлены в виде [180, 181]

FQ
k (x,Q2) =

1∫

x

dz

z

∫
dk2

T

k2
T

Ck

(x
z
,k2

T ,m
2
Q,Q2,μ2

)
fg(x,k2

T ,μ
2), (66)

где fg(x,k2
T ,μ

2) — TMD-функция распределения глюонов в протоне и
k = 2,L. Коэффициентные функции Ck(x,k2

T ,m
2
Q,Q2,μ2) определяются

подпроцессом γ∗ + g∗ → Q + Q и были вычислены в работе [180]. Эти
выражения были использованы [123, 182] при вычислении вкладов c-
и b-кварков в структурные функции протона FQ

2 (x,Q2) и FQ
L (x,Q2),

Рис. 6. Зависимость структурной функции протона F c
2 (x,Q

2) от переменной x,
рассчитанная для различных значений Q2. Экспериментальные данные коллабо-
раций ZEUS [184] и H1 [185, 186]
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а также при вычислении величины σQ
red(x,Q

2):

σQ
red(x,Q

2) = FQ
2 (x,Q2)− y2

1+ (1− y)2
FQ
L (x,Q2), (67)

экспериментальные данные для которой были получены коллаборациями
ZEUS и H1 на коллайдере HERA при 3 · 10−5 < x < 5 · 10−2, 2,5 < Q2 <
< 2000 ГэВ2 и

√
s = 318 ГэВ [183]. Измерения структурных функций

F c
2 (x,Q

2) и F b
2 (x,Q

2) в аналогичной кинематической области также были
представлены коллаборациями ZEUS [184] и H1 [185, 186].

На рис. 6–8 приведены результаты расчетов структурных функций
F c
2 (x,Q

2), F b
2 (x,Q

2) и продольной функции FL(x,Q2), которые были

Рис. 7. Зависимость структурной функции протона F b
2 (x,Q

2) от переменной x,
рассчитанная для различных значений Q2. Экспериментальные данные коллабо-
раций ZEUS [184] и H1 [186]
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Рис. 8. Зависимость продольной структурной функции протона FL(x,Q2) от
переменной x, рассчитанная для различных значений Q2. Экспериментальные
данные коллаборации H1 [120]

выполнены в рамках kT -факторизационного подхода КХД с использова-
нием глюонных распределений LLM’2022 и JH’2013 set 2. Закрашенные
области на этих рисунках отвечают оценкам теоретических неопреде-
ленностей вычислений. В расчетах массы тяжелых кварков полагались
равными mc = 1,4 ГэВ, mb = 4,75 ГэВ, а ренормализационный и фак-
торизационный масштабы μ2

R = 4m2
Q +Q2 и μ2

F = Q2. Для всех легких
кварков было использовано безмассовое приближение. Легко видеть,
что полученные предсказания для всех наблюдаемых достаточно хорошо
согласуются с данными коллабораций ZEUS и H1 как по форме, так
и по абсолютной величине в пределах экспериментальных и теорети-
ческих неопределенностей. К сожалению, достигнутая точность измере-
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ний (особенно изменений продольной структурной функции протона) не
позволяет сделать однозначных выводов в пользу той или иной TMD
глюонной плотности в протоне. Тем не менее видно, что использование
функции распределения JH’2013 set 2 приводит к некоторой переоценке
данных для структурных функций F c

2 (x,Q
2) и F b

2 (x,Q
2). Аналогич-

ные результаты были получены для сечений σc
red(x,Q

2) и σb
red(x,Q

2)
(см. [117]). Такого превышения не наблюдается при использовании в рас-
четах распределения LLM’2022, параметры которой были определены
с учетом данных LHC. Таким образом, можно заключить, что процедуры
определения параметров начальных распределений с учетом как данных
HERA, так и экспериментальных данных LHC, предложенные в ра-
ботах [116, 117, 123], позволяют получать реалистичные предсказа-
ния kT -факторизационного подхода в весьма широкой кинематической
области.
4.2. Процессы инклюзивного рождения b-струй на коллайде-

ре LHC. Исследование процессов инклюзивного рождения тяжелых
(c или b) кварков в протон-протонных столкновениях при высоких энер-
гиях также дает возможность получать информацию о функции рас-
пределения глюонов в протоне [22, 49, 50, 144, 145, 187–189]. Изуче-
ние таких процессов, в которых отсутствует ряд дополнительных эф-
фектов, связанных с фрагментацией конечных частиц в наблюдаемые
адроны, представляет особый интерес, поскольку позволяет проводить
прямое соответствие между результатами измерений и теоретическими
предсказаниями. В рамках kT -факторизационного подхода КХД сече-
ние процессов рождения тяжелых кварков определяется главным обра-
зом вкладом подпроцесса глюонного слияния вне массовой поверхно-
сти g∗(k1) + g∗(k2) → Q(p1) + Q(p2) порядка O(α2

s) [22, 23], где Q = c
или b и импульсы всех частиц указаны в скобках. Вклад подпроцессов
с участием кварков в начальном состоянии при энергиях коллайдера
LHC пренебрежимо мал (см. подробнее, например, [188]). Выражения
амплитуды вне массовой поверхности были получены в работе [188].
Отметим, что суммирование по поляризациям начальных виртуальных
глюонов выполнялось с помощью специального выбора тензора поляри-
зации (61), что, как было показано ранее, обеспечивает калибровочную
инвариантность вычисленной амплитуды. Полученные выражения совпа-
дают с результатами расчетов [23, 50] и были включены в Монте-Карло
генератор событий PEGASUS [94].

Согласно (62) сечение процесса парного рождения c- или b-кварков
в рамках kT -факторизационного подхода КХД может быть рассчитано
в соответствии с формулой

σ(pp → QQ+X) =

∫
1

16π(x1x2s)2
|A(g∗ + g∗ → Q+Q)|2×

× fg(x1,k2
1T ,μ

2)fg(x2,k2
2T ,μ

2)
dk2

1T

k2
1T

dk2
2T

k2
2T

dp2
1T dy1 dy2

dφ1

2π
dφ2

2π
dψ1

2π
, (68)
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где fg(x,k2
T ,μ

2) — TMD-функция распределения глюонов в протоне;
φ1, φ2, ψ1 и ψ2 — азимутальные углы начальных виртуальных глюонов
и конечных кварков соответственно. В предположении, что b-кварк,
возникающий в конечном состоянии, определяет кинематику соответ-
ствующей b-струи, выражение (68) будет использоваться в дальнейшем
для вычисления сечений процессов инклюзивного рождения одной или
двух лидирующих b-струй (струй, обладающих наибольшим поперечным
импульсом), экспериментальные данные для которых были получены
коллаборацией CMS [142] на коллайдере LHC при

√
s = 7 ТэВ.

Результаты расчетов с использованием плотностей глюонов LLM’2022
и JH’2013 set 2 представлены на рис. 9. Диапазон изменения быстроты
b-струй (|y| < 2,2) был разбит на несколько интервалов, в каждом из ко-
торых были измерены распределения по поперечному импульсу лидирую-
щей b-струи. Как и ранее, закрашенные области отвечают оценкам теоре-
тических неопределенностей вычислений, которые связаны главным об-
разом с выбором ренормализационного и факторизационного масштабов.
Видно, что предсказания, полученные с помощью функции LLM’2022,
достаточно хорошо согласуются с экспериментальными данными колла-
борации CMS для распределений по поперечному импульсу лидирую-
щей b-струи как по форме, так и по абсолютной величине в пределах
экспериментальных и теоретических неопределенностей. Это согласие
достигается в каждом из интервалов по быстроте струи y в широком
диапазоне изменения значений поперечного импульса pT . Результаты,
полученные с помощью глюонной плотности JH’2013 set 2, находятся в
несколько худшем согласии с данными в области больших pT � 100 ГэВ.

Отметим, что азимутальные корреляции в процессах рождения тя-
желых кварков наряду с распределениями по поперечному импульсу па-
ры кварков являются чувствительными к TMD-распределениям глюонов
в протоне (см., например, [22, 49, 50, 187]). Так, пренебрегая попереч-
ными импульсами взаимодействующих глюонов, в ведущем порядке кол-
линеарного приближения КХД легко получить, что p1T = −p2T , поэто-
му распределение по разности углов dσ/dΔφ ∼ δ(Δφ − π). Отклонения
от этого соотношения возникают только в следующем (NLO) порядке
теории возмущений. Учет поперечных импульсов начальных глюонов
в рамках kT -факторизационного подхода КХД приводит к возникно-
вению нетривиальных азимутальных корреляций между поперечными
импульсами конечных частиц уже в ведущем порядке. Как видно из
рис. 10, форма этих корреляций зависит от кинематической области
(определяемой масштабом порядка M ), в которой происходит жесткое
взаимодействие. С ростом величины M характерное значение доли x
продольного импульса протона, переносимой глюоном, увеличивается
(рис. 11), что приводит к уменьшению среднего значения поперечного
импульса глюона |kT |, возникающего в процессе КХД-эволюции глю-
онного каскада в соответствии с рис. 3. Тем самым кинематическая
конфигурация импульсов приближается к коллинеарной.
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Рис. 9. Распределения по поперечному импульсу лидирующей b-струи в
pp-столкновениях, рассчитанные при энергии

√
s = 7 ТэВ в различных ин-

тервалах быстрот. Закрашенные области соответствуют оценкам теоретиче-
ских неопределенностей вычислений. Экспериментальные данные коллаборации
CMS [142]

Отметим, что использование дополнительных кинематических огра-
ничений, таких как ограничения на быстроту y пары тяжелых кварков
в конечном состоянии, дает возможность для более детального изу-
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Рис. 10. Распределения по поперечному импульсу и разности азимутальных углов
пары b-кварков, вычисленные для различных значений инвариантной массы M
при энергии

√
s = 7 ТэВ. В расчетах использовалась TMD-функция распределе-

ния глюонов JH’2013 set 2

Рис. 11. Распределения по долям x1 и x2 продольных импульсов протонов,
переносимых начальными глюонами, вычисленные для различных значений ин-
вариантной массы M при энергии

√
s = 7 ТэВ. В расчетах использовалась

TMD-функция распределения глюонов JH’2013 set 2

чения TMD-функций распределения глюонов в протоне [190]. Так, на
рис. 12 приведены дважды дифференциальные сечения парного рождения
b-кварков, рассчитанные при различных значениях M и y как функции
доли x продольного импульса начального протона и поперечного им-
пульса k2

T одного из глюонов, участвующих в жестком взаимодействии.
Легко видеть, что ограничения на инвариантную массуM и быстроту па-
ры y позволяют выделить определенную область изменения как перемен-
ной x, так и поперечного импульса k2

T и, следовательно, непосредственно
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Рис. 12. Распределения по доле x продольного импульса протона, переносимой
начальным глюоном, и его поперечному импульсу, вычисленные для различных
значений инвариантной массы M и быстроты y пары b-кварков при энергии√
s = 7 ТэВ. В расчетах использовалась TMD-функция распределения глюонов

JH’2013 set 2

из экспериментальных данных получать информацию о TMD-функции
распределения глюонов* в этой области при μ ∼M .

4.3. Процессы рождения фотонов (или тяжелых калибровочных
бозонов) и адронных струй при высоких энергиях. Процессы рожде-
ния прямых фотонов или тяжелых калибровочных бозонов в сопровож-
дении струй адронов при высоких энергиях также чувствительны к ди-
намике эволюции глюонов и кварков в протоне и поэтому представляют
существенный интерес. Отсутствие необходимости учитывать в расчетах
дополнительные механизмы адронизации в конечном состоянии (в отли-
чие от, например, процессов рождения D- или B-мезонов) лишь усилива-
ет последний. Выделение определенного класса струй (например, струй

* Аналогичный подход может быть использован для исследования TMD-функ-
ции распределения кварков в протоне с помощью процессов Дрелла–Яна [190].
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только c- или b-кварков) позволяет проводить более четкое соответствие
между экспериментальными данными и теоретическими предсказаниями.
Кроме того, процессы с фотоном и тяжелыми кварками в конечном
состоянии являются фоновыми к процессам за рамками СМ. Ниже мы
более подробно осветим ключевые моменты вычислений.

Вычисление сечений процессов ассоциативного рождения прямых
фотонов (или калибровочных бозонов) и адронных струй в рамках
kT -факторизационного подхода КХД основано на учете доминирующего
вклада от подпроцесса глюон-глюонного слияния вне массовой поверхно-
сти порядка O(αα2

s):

g∗(k1) + g∗(k2) → γ∗/Z/W±(p) + q(p1) + q′(p2), (69)

где в скобках стоят 4-импульсы соответствующих частиц. Отметим, что
при этом эффективно учитывается вклад в сечение порядка O(ααs)
от подпроцесса q + g∗ → γ∗/Z/W± + q с помощью излучения глюона
в начальном состоянии. Конечно, в стандартной (коллинеарной) факто-
ризации КХД оба этих подпроцесса должны учитываться по отдель-
ности. Восемь фейнмановских диаграмм, которые представляют собой
калибровочно-инвариантный набор, описывающий в ведущем порядке
процесс (69), изображены на рис. 13. Следует еще раз подчеркнуть,
что при вычислении амплитуды вне массовой поверхности для этого
подпроцесса необходимо, вообще говоря, также учитывать дополнитель-

Рис. 13. Диаграммы Фейнмана для процесса рождения прямых фотонов или
калибровочных бозонов с помощью механизма глюон-глюонного слияния в веду-
щем порядке теории возмущений КХД
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ные диаграммы, в которых начальные виртуальные глюоны излучают-
ся протонами, лежащими на массовой поверхности (см. также рис. 4).
Учет таких нефакторизуемых диаграмм в лидирующем порядке теории
возмущений КХД приводит к эффективной вершине взаимодействия
глюонов (53) [150]. Однако, как было показано выше, в специальной
физической (аксиальной) калибровке (nμA

μ, где nμ = ap
(1)
μ + bp

(2)
μ ) эти

нефакторизуемые диаграммы дают нулевой вклад в амплитуду [23]. Та-
ким образом, эффективная вершина (53) может быть заменена обычным
выражением для трехглюонной вершины (59) с учетом специального
выбора тензора поляризации начальных виртуальных глюонов (61), что
обеспечивает калибровочную инвариантность вычисленной амплитуды.
Полученные аналитические выражения [191, 192] совпадают с результа-
тами несколько более поздних расчетов [47] и были включены в Монте-
Карло генератор событий PEGASUS [94].

Кроме вклада подпроцессов глюон-глюонного слияния (69) в ряде
случаев в численных расчетах [193–195] необходимо учитывать также
вклады некоторых подпроцессов, происходящих с участием кварков в на-
чальном состоянии, а именно подпроцессов рассеяния кварков

q(k1) + q′(k2) → γ∗/Z/W±(p) + q(p1) + q′(p2) (70)

и их аннигиляции

q(k1) + q(k2) → γ∗/Z/W±(p) + q′(p1) + q′(p2), (71)

где, как и ранее, 4-импульсы всех частиц указаны в скобках. Соот-
ветствующие диаграммы Фейнмана приведены на рис. 14. Такие процес-
сы могут, в принципе, играть существенную роль в области достаточ-
но больших значений поперечных импульсов (или, что эквивалентно,
в области больших значений переменной x ∼ mT /

√
s ), поскольку при

Рис. 14. Диаграммы Фейнмана для подпроцессов (70) и (71), происходящих
с участием кварков в начальном состоянии, которые учитываются в рамках
коллинеарного приближения КХД
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значениях x ∼ 0,1 или выше плотность кварковой материи в протоне
сравнима с глюонной плотностью или даже превосходит ее. В этом
случае величиной поперечного импульса начальных партонов (кварков)
можно пренебречь и учитывать вклад в сечение от подпроцессов (70)
и (71) в рамках обычного коллинеарного приближения КХД. Отметим,
что такой комбинированный подход позволяет использовать различную
динамику партонных распределений (CCFM или DGLAP) в соответ-
ствующих кинематических режимах для описания экспериментальных
данных в области как малых, так и больших значений переменной x.

Вычисление амплитуд этих процессов в древесном приближении не
вызывает трудностей. Суммирование по поляризациям начальных и ко-
нечных кварков, а также суммирование по поляризациям фотона произ-
водится стандартным образом. В случае рождения виртуальных фотонов
или калибровочных бозонов такое суммирование производится с учетом
лептонных распадов Z/γ∗ → l+l− или W± → l±νl(νl), при этом пропага-
тор промежуточного бозона записывается в форме Брейта–Вигнера. От-
метим, что амплитуда подпроцесса аннигиляции (71) может быть легко
получена из амплитуды (70) очевидной перестановкой соответствующих
импульсов*.

4.3.1. Коллинеарные расходимости, фрагментационный вклад и
условие изоляции фотонов. Как известно, при вычислении сечений
рождения прямых фотонов возникают так называемые коллинеарные
расходимости, связанные с поведением соответствующих партонных ам-
плитуд рассеяния в кинематической области, в которой конечный фотон,
испущенный кварком, близок к последнему. Поэтому в расчетах обычно
применяется фрагментационный механизм, в рамках которого конечный
фотон рассматривается как продукт фрагментации цветного партона k.
Технически фрагментационный вклад можно получить путем вычисления
поправок следующих порядков к механизму прямого рождения, при этом
возникающие расходимости факторизуются и учитываются с помощью
перенормировки функции фрагментации партона k в фотон Dk→γ(z,μ2

fr),
которые имеют непертурбативную природу и определяются на некото-
ром (достаточно произвольном) масштабе фрагментации μfr [202, 203].
Конечно, фотоны, образующиеся за счет механизма партонной фраг-
ментации, сопровождаются близко расположенными к ним адронными
струями.

Для устранения коллинеарных расходимостей можно также использо-
вать подход, предложенный в работе [191]. Суть этого подхода заключа-

* Cущественной частью математических вычислений может являться разложе-
ние амплитуды по подходящему набору базисных векторов (метод ортогональных
амплитуд). Этот метод был предложен в работе [196] и широко использовался
ранее (см., например, [197–201]). Строгое обоснование метода дано в [197].
Использование метода ортогональных амплитуд позволяет значительно сократить
объем и время компьютерных вычислений.
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ется в следующем. Как известно, теория возмущений неприменима, когда
длина волны испущенного фотона в системе покоя родительского кварка
становится больше характерного масштаба адронизации O(1 ГэВ−1).
Ниже этого порога сечение процесса рождения прямых фотонов опре-
деляется вкладами различных непертурбативных эффектов, связанных
главным образом с фрагментацией партонов в фотоны. Таким образом,
это сечение может быть представлено в виде суммы

σ = σpert(μ
2
reg) + σfragm(μ

2
reg), (72)

где вклад σpert(μ
2
reg) вычисляется обычным образом. Масштаб μreg, от

которого зависят как пертурбативный, так и фрагментационный вкла-
ды, может быть использован для их разделения. Принимая в качестве
масштаба фрагментации величину инвариантной массы фотона и исходя-
щего кварка, μ2

fr = (p+ pi)
2, и затем ограничивая пертурбативный вклад

областью μfr � μreg ∼ 1 ГэВ, можно устранить возникающие коллинеар-
ные расходимости в σpert(μ

2
reg). Более того, при этом амплитуды (69),

(70) и (71) остаются конечными даже при нулевой массе рождающихся
кварков. Зависимость результатов расчетов от выбора значения μreg ока-
зывается достаточно мала по сравнению с другими неопределенностями
вычислений.

Существенная часть экспериментального анализа (см., напри-
мер, [204]) — выделение сигнала прямого рождения фотонов на фоне
обычно значительно превосходящего его шума от вторичных фотонов,
которые являются продуктами электромагнитных распадов различных
образующихся в событии частиц (например, распадов π0 → γγ, η → γγ,
Σ0 → Λ0γ и др.). Важное условие, которое позволяет значительно
уменьшить фон вторичных фотонов, это так называемое условие
изоляции. Оно заключается в следующем: фотон считается изолиро-
ванным, если суммарная адронная поперечная энергия Ehad

T внутри
конуса с апертурой R в плоскости псевдобыстроты η и азимутального
угла φ с осью вдоль направления импульса фотона меньше некоторого
значения Emax:

Ehad
T � Emax,

(
ηhad − η

)2
+
(
φhad − φ

)2 � R2. (73)

В экспериментах, проводимых на коллайдере LHC, значения парамет-
ров R и Emax обычно выбираются равными R ∼ 0,3−0,4 и Emax ∼
∼ 1−5 ГэВ [204].

Условие изоляции фотонов (73) играет важную роль при проведении
дальнейших вычислений. Как было показано [205, 206], оно значительно
(более чем на порядок) подавляет фрагментационный вклад в сечение
рождения прямых фотонов. Следовательно, применение этого (экспери-
ментального) условия в теоретических расчетах позволяет пренебречь
вкладом σfragm(μ

2
reg) по сравнению с другими теоретическими неопре-

деленностями (связанными, например, с выбором ренормализационного
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и/или факторизационного масштабов), что значительно упрощает вычис-
ления.

4.3.2. Результаты расчетов: сечения процессов ассоциативного
рождения прямых фотонов и струй тяжелых кварков. Первые экспе-
риментальные данные для таких процессов на коллайдере LHC недавно
получены коллаборацией ATLAS [204]. Были измерены распределения
по поперечной энергии конечных фотонов Eγ

T при энергии
√
s = 8 ТэВ

в кинематической области, определяемой соотношениями Eγ
T > 25 ГэВ,

|ηγ | < 2,37, pjetT > 20 ГэВ и |ηjet| < 2,5, где ηγ и ηjet — псевдобыстроты
фотона и струй соответственно. Для описания этих данных был исполь-
зован изложенный выше комбинированный подход, в рамках которого
различная динамика партонных распределений (CCFM или DGLAP)
применяется в соответствующих кинематических областях*.

Результаты расчетов представлены на рис. 15 и 16. Закрашенные
области на рисунках отвечают оценкам теоретических неопределенно-
стей вычислений, которые проводились с использованием TMD-распре-
делений глюонов A0 и JH’2013 set 2. Теоретические неопределенности
включают в себя неопределенности, связанные как с выбором ренорма-
лизационного масштаба, так и с выбором масштаба μreg. Кроме того,
на рис. 15 и 16 приведены результаты, полученные с помощью генера-
тора Монте-Карло MadGraph5_aMC@NLO [162] в рамках NLO прибли-
жения обычной (коллинеарной) теории возмущений КХД. Видно, что
теоретические предсказания достаточно хорошо согласуются с данными
коллаборации ATLAS [204] как по форме, так и по абсолютной вели-
чине в пределах экспериментальных и теоретических неопределенностей.
В области больших значений Eγ

T � 150−200 ГэВ полученные результаты
лежат несколько ниже данных, что связано с использованием в расчетах
древесного приближения для вкладов подпроцессов (70) и (71). Однако
учет партонных ливней и поправок следующего (NLO) порядка с по-
мощью генератора MadGraph5_aMC@NLO позволяет достичь лучшего
согласия с экспериментом при Eγ

T � 200 ГэВ. Как видно из рис. 15 и 16,
подпроцессы с участием кварков в начальном состоянии действительно
играют доминирующую роль в области больших поперечных импуль-
сов и необходимы для количественного описания экспериментальных
данных во всей кинематической области. Отметим, что использова-
ние в расчетах глюонного распределения A0 приводит к практическо-
му совпадению результатов проведенных вычислений с результатами
MadGraph5_aMC@NLO. В то же время предсказания, полученные с по-

* Процессы ассоциативного рождения прямых фотонов и струй тяжелых квар-
ков на коллайдере Tevatron в рамках kT -факторизационного подхода рассмот-
рены в работах [207, 208]. Кроме того, были изучены процессы инклюзивного
рождения прямых фотонов в ep- и pp-столкновениях [209, 210], а также процессы
рождения фотонных пар [211] (см. также [154]).



462 ЛИПАТОВ А. В., БАРАНОВ С.П., МАЛЫШЕВ М.А.

Рис. 15. Дифференциальные сечения процесса ассоциативного рождения прямых
фотонов и струй очарованных кварков в pp-столкновениях при

√
s = 8 ТэВ.

Закрашенные области соответствуют оценкам теоретических неопределенностей
вычислений. Отдельно показан вклад подпроцесса глюон-глюонного слияния вне
массовой поверхности (69). Результаты NLO вычислений, полученные с помо-
щью Монте-Карло генератора событий MadGraph5_aMC@NLO [162], взяты из
экспериментальной работы [204]. Данные коллаборации ATLAS [204]

Рис. 16. Дифференциальные сечения процесса ассоциативного рождения прямых
фотонов и струй b-кварков в pp-столкновениях при

√
s = 8 ТэВ. Обозначения

соответствуют обозначениям на рис. 15. Данные коллаборации ATLAS [204]

мощью функции распределения JH’2013 set 2, несколько переоценивают
последние в области не очень больших значений Eγ

T � 50 ГэВ. Кроме
того, как видно из рис. 15 и 16, величина теоретических неопределен-
ностей расчетов в рамках kT -факторизационного подхода сравнима с
величиной неопределенностей аналогичных вычислений в рамках NLO
приближения теории возмущений КХД.
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Следует упомянуть, что изучение процессов связанного рождения
прямых фотонов и струй тяжелых кварков дает возможность непосред-
ственной проверки предсказаний моделей с так называемыми внутрен-
ними очарованием (intrinsic charm, IC) и прелестью (intrinsic beauty,
IB) [212–215]. Более детально этот вопрос освещается в обзоре [216].

4.3.3. Результаты расчетов: сечения процессов ассоциативного
рождения Z-бозонов и струй тяжелых кварков. Экспериментальные
данные для сечений процессов ассоциативного рождения Z-бозонов и
одного или нескольких b-кварков в pp-столкновениях на коллайдере
LHC получены коллаборациями ATLAS [217] и CMS [218]. Коллабора-
цией ATLAS были измерены распределения Z-бозонов по поперечному
импульсу pZT и быстроте yZ в процессе рождения Z-бозонов и одной
(лидирующей) b-струи в кинематической области pbT > 20 ГэВ, |ηb| < 2,4
и энергии

√
s = 7 ТэВ, при этом поперечные импульсы и псевдобыстроты

лептонов, возникающих от распада Z-бозонов, должны удовлетворять
условию plT > 20 ГэВ, |ηl| < 2,4, а их инвариантная масса должна лежать
в интервале 76 < M ll < 106 ГэВ [217]. В этой же области также были
получены данные для ряда дифференциальных сечений процесса рожде-
ния Z-бозонов и двух b-струй: распределений по поперечному импульсу
и быстроте Z-бозонов, инвариантной массе пары b-кварков M bb и рассто-
янию ΔRbb между b-струями в плоскости псевдобыстрот и азимутальных
углов [217]. Коллаборацией CMS проведены измерения дифференци-
альных сечений процесса ассоциативного рождения Z-бозонов и двух
b-адронов в кинематической области pbT > 15 ГэВ, |ηb| < 2, plT > 20 ГэВ,
|ηl| < 2,4 и 81 < M ll < 101 ГэВ при энергии

√
s = 7 ТэВ [218]. Так,

были изучены распределения по разности азимутальных углов b-адронов
Δφbb, расстоянию между ними в плоскости псевдобыстрот и азимуталь-
ных углов ΔRbb, расстоянию minΔRZb между Z-бозоном и ближайшим
к нему b-адроном, а также переменной AZbb, определяемой с помощью
соотношения

AZbb =
maxΔRZb −minΔRZb

maxΔRZb +minΔRZb
, (74)

где maxΔRZb — расстояние между Z-бозоном и вторым b-адроном в пло-
скости псевдобыстрот и азимутальных углов. Такие корреляционные пе-
ременные полезны для изучения вкладов различных механизмов в сече-
ние ассоциативного рождения Z-бозонов и тяжелых кварков, а также для
выяснения роли поправок следующих порядков теории возмущений КХД.

Результаты численных расчетов в рамках kT -факторизационного под-
хода представлены на рис. 17–19, при этом была использована TMD-
функция распределения глюонов JH’2013 set 2. Как и ранее, закра-
шенные области на этих рисунках отвечают оценкам теоретических
неопределенностей вычислений. Отметим, что для описания фрагмен-
тации b-кварков в b-адроны была использована известная параметри-
зация Петерсона [219] с обычным для b-кварков значением параметра
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Рис. 17. Дифференциальные сечения процесса ассоциативного рождения Z-бо-
зонов и лидирующей струи b-кварков в pp-столкновениях при

√
s = 7 ТэВ.

Закрашенные области соответствуют оценкам теоретических неопределенностей
вычислений. Результаты вычислений в NLO приближении теории возмущений
КХД, полученные с помощью Монте-Карло генератора событий MCFM [161],
взяты из экспериментальной работы [217]. Данные коллаборации ATLAS [217]

εb = 0,006. Дополнительно учитывался возможный вклад от механизма
двойного партонного рассеяния, который широко обсуждается в публи-
кациях (см., например, [220–224]). Этот вклад был рассчитан согласно
известной факторизационной формуле

σDPS(Z +Q+Q) =
σ(Z)σ(Q +Q)

σeff
, (75)

где значение феноменологического параметра (так называемое эффек-
тивное сечение) σeff 
 15 мб получено из анализа экспериментальных
данных для различных процессов. Кроме того, на рис. 17–19 приве-
дены предсказания, полученные с помощью генераторов Монте-Карло
MCFM [161] и MadGraph5_aMC@NLO [162] в рамках NLO приближе-
ния обычной теории возмущений КХД. Легко видеть, что предсказания
kT -факторизационного подхода достаточно хорошо согласуются (в пре-
делах экспериментальных и теоретических неопределенностей) с экспе-
риментальными данными коллабораций ATLAS и CMS как по форме,
так и по абсолютной величине. Исключение составляют лишь область
больших значений поперечного импульса pZT � 100 ГэВ и/или область
больших инвариантных массM bb � 150 ГэВ, где вклад подпроцессов (70)
и (71) является определяющим. Однако необходимо отметить, что в об-
ласти больших pZT поправки высших порядков теории возмущений КХД
к этим вкладам начинают играть существенную роль. Следует также
подчеркнуть, что предсказания kT -факторизационного подхода и резуль-
таты NLO расчетов практически совпадают в области pZT � 100 ГэВ,
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Рис. 18. Дифференциальные сечения процесса ассоциативного рождения Z-бозо-
нов и двух b-струй в pp-столкновениях при

√
s = 7 ТэВ. Обозначения соответ-

ствуют обозначениям на рис. 17. Данные коллаборации ATLAS [217]

в которой основную роль играет вклад подпроцесса глюон-глюонного
слияния (69). Таким образом, использование kT -факторизационного под-
хода и уравнения эволюции CCFM позволяет воспроизвести результаты
традиционных, значительно более трудоемких вычислений в рамках кол-
линеарного приближения КХД с учетом поправок высших порядков. Как
видно из рис. 17–19, механизм двойного партонного рассеяния оказывает
лишь небольшое влияние на предсказания в области малых значений
поперечного импульса. В области средних и больших pZT его вклад
в сечения пренебрежимо мал. Зависимость полученных результатов от
величины параметра εb невелика: изменение его значения от εb = 0,006
до εb = 0,003 приводит лишь к незначительному росту рассчитанных
сечений, который, однако, намного меньше других неопределенностей
вычислений.
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Рис. 19. Дифференциальные сечения процесса ассоциативного рождения Z-бозо-
нов и двух b-адронов в pp-столкновениях при

√
s = 7 ТэВ. Закрашенные области

соответствуют оценкам теоретических неопределенностей вычислений. Резуль-
таты вычислений в NLO приближении теории возмущений КХД, полученные с
помощью Монте-Карло генератора событий MadGraph5_aMC@NLO [162], взяты
из экспериментальной работы [218]. Данные коллаборации CMS [218]
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4.3.4. Результаты расчетов: сечения процессов ассоциативного
рождения прямых фотонов и лидирующей струи адронов. В отличие
от процессов рождения прямых фотонов и струй тяжелых кварков при
описании сечений процессов ассоциативного рождения прямых фотонов
и струй, возникающих в процессе адронизации легких кварков и глю-
онов, необходимо дополнительно учитывать в расчетах вклады подпро-
цессов порядка O(ααs):

q(k1) + g(k2) → γ(p1) + q(p2), (76)
q(k1) + q(k2) → γ(p1) + g(p2), (77)

где в круглых скобках указаны 4-импульсы соответствующих частиц.
Как было показано выше, такие подпроцессы играют существенную роль
в области достаточно больших значений поперечных импульсов (или
больших значений переменной x). Конечно, величиной поперечного им-
пульса начальных партонов здесь также можно пренебречь и учитывать
вклад подпроцессов (76) и (77) в рамках обычного коллинеарного при-
ближения КХД. Вычисление соответствующих сечений не представляет
трудностей. Отметим только, что во избежание двойного счета в (76)
должен учитываться только вклад валентных кварков, поскольку вклад
морских кварков уже учтен с помощью подпроцесса глюон-глюонного
слияния вне массовой поверхности (69).

При проведении расчетов в рамках kT -факторизационного подхода
необходимо учитывать тот факт, что в дополнение к струям, образую-
щимся в результате адронизации кварков в конечном состоянии (69),
значительное число струй формируется в процессе эволюции начального
глюонного каскада. В этом случае кинематические свойства адронных
струй описываются с помощью уравнения глюонной эволюции*. Изу-
чение различных наблюдаемых, связанных с кинематикой струй адро-
нов, позволяет получить дополнительную информацию о динамике TMD
глюонной эволюции в протоне. Для моделирования процессов излу-
чения глюонов в начальном состоянии в соответствии с уравнением
CCFM используется алгоритм генерации партонных ливней генератора
Монте-Карло CASCADE [93], при этом вычисление полных и диффе-
ренциальных сечений выполняется в два этапа [173]. Так, события,
отвечающие процессам рождения прямых фотонов, записываются в файл
формата *.lhe (Les Houches Event [168]), который часто используется при
проведении расчетов и позволяет легко проводить дальнейший анализ
и обработку событий с помощью различных инструментов (таких как
PYTHIA [160]). На следующем этапе этот файл *.lhe используется для
численной реконструкции цепочки эволюции CCFM глюонных распре-
делений (а также для учета эффектов от партонных ливней в конечном

* В отличие от обычной коллинеарной теории возмущений КХД, где кинема-
тика (и само наличие) струй определяется только соответствующей амплитудой
партонного рассеяния.
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состоянии), что позволяет вести дальнейший отбор событий с любым
числом адронных струй в соответствии с критериями экспериментально-
го анализа. Вычисление вкладов от подпроцессов (70), (71), (76) и (77)
с участием кварков в начальном состоянии производится аналогичным
образом с использованием алгоритма генерации партонных ливней (как
в начальном, так и в конечном состоянии) генератора Монте-Карло
PYTHIA [160]. Отбор струй осуществляется с использованием алгорит-
ма, включенного в пакет программ FASTJET [225] при значении парамет-
ра анти-kT алгоритма Rjet = 0,4, что соответствует экспериментальным
критериям.

Экспериментальные данные для процессов ассоциативного рождения
прямых фотонов и струй в pp-столкновениях на коллайдере LHC были
получены коллаборациями CMS [227, 230] и ATLAS [228, 229, 231, 232]
при энергиях

√
s = 7, 8 и 13 ТэВ. Однако необходимо отметить, что

данные [230–232] получены в области достаточно больших значений
Eγ

T � 130−190 ГэВ, что соответствует области x ∼ Eγ
T /

√
s ∼ 0,1, в

которой основную роль играют подпроцессы (70), (71), (76) и (77),
весьма слабо зависящие от глюонной плотности в протоне. Поэтому ниже
мы будем рассматривать только измерения [227–229], которые наиболее
чувствительны к глюонным распределениям в области малых значений
переменной x. Так, коллаборацией CMS были получены эксперименталь-
ные данные для дифференциального сечения (dσ/dEγ

T ) dη
γ dηjet с учетом

различных соотношений между псевдобыстротами фотона и лидирующей
струи адронов в области Eγ

T > 40 ГэВ, pjetT > 30 ГэВ, |ηγ | < 2,5 и
|ηjet| < 2,5 при

√
s = 7 ТэВ [227]. Коллаборацией ATLAS были измерены

распределения по поперечной энергии фотона Eγ
T при Eγ

T > 45 ГэВ,
pjetT > 40 ГэВ, |ηγ | < 2,37 и |ηjet| < 2,37 при той же энергии [228]. Кроме
того, были измерены распределения по поперечной энергии фотона Eγ

T ,
поперечному импульсу pjetT и быстроте yjet адронной струи, а также
распределения по разности азимутальных углов фотона и струи Δφγ−jet,
инвариантной массе Mγ−jet и углу рассеяния cos θ = tanh (yγ − yjet)/2 в
области Eγ

T > 25 ГэВ, pjetT > 20 ГэВ, |ηγ | < 1,37 и |ηjet| < 4,4 [229].
Результаты теоретических расчетов представлены на рис. 20–23, где

использованы TMD глюонные распределения JH’2013 set 1 и JH’2013
set 2. Как обычно, закрашенные области на всех рисунках отвечают
оценкам неопределенностей вычислений. Вклад подпроцесса глюон-глю-
онного слияния вне массовой поверхности (69) показан отдельно. Видно,
что полученные предсказания достаточно хорошо согласуются с экспе-
риментальными данными [227–229] коллабораций CMS и ATLAS как
по форме, так и по абсолютной величине в пределах эксперименталь-
ных и теоретических неопределенностей. Отдельно следует подчеркнуть
достигнутое хорошее описание угловых корреляций между импульсами
фотона и адронной струи (см. рис. 22 и 23), которые достаточно чувстви-
тельны к механизму образования конечного состояния. Как и ожидалось,
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Рис. 20 (цветной в электронной версии). Дифференциальные сечения процесса
ассоциативного рождения прямых фотонов и адронных струй в pp-столкновениях
при

√
s = 7 ТэВ. Закрашенные области — оценки теоретических неопределенно-

стей вычислений. Отдельно показан вклад подпроцесса глюон-глюонного слияния
вне массовой поверхности (69). Штриховые гистограммы — результаты расчетов
с учетом партонных ливней только в начальном состоянии. Штрихпунктирные
гистограммы — результаты вычислений в рамках приближения [226]. Экспери-
ментальные данные коллаборации CMS [227]
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Рис. 21 (цветной в электронной версии). Дифференциальные сечения процесса
ассоциативного рождения прямых фотонов и адронных струй в pp-столкновениях
при

√
s = 7 ТэВ. Все обозначения соответствуют обозначениям на рис. 20. Экс-

периментальные данные коллаборации ATLAS [228]
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Рис. 22 (цветной в электронной версии). Дифференциальные сечения процесса
ассоциативного рождения прямых фотонов и адронных струй в pp-столкновениях
при

√
s = 7 ТэВ. Все обозначения соответствуют обозначениям на рис. 20. Экс-

периментальные данные коллаборации ATLAS [229]

подпроцесс глюон-глюонного слияния вне массовой поверхности играет
лидирующую роль в области не очень больших поперечных энергий
Eγ

T � 120−150 ГэВ. При больших значениях Eγ
T вклад этого подпроцесса

в сечение становится пренебрежимо мал и основную роль начинают
играть подпроцессы с участием кварков в начальном состоянии (70), (71),
(76) и (77). Видно, что учет таких процессов необходим для описания
экспериментальных данных во всей кинематической области.

Для более детального изучения влияния эффектов партонных из-
лучений (ливней) на теоретические предсказания были проведены вы-
числения, в которых учитывались излучения партонов только в на-
чальном состоянии. Полученные результаты представлены штриховыми
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Рис. 23 (цветной в электронной версии). Дифференциальные сечения процесса
ассоциативного рождения прямых фотонов и адронных струй в pp-столкновениях
при

√
s = 7 ТэВ с учетом дополнительных кинематических ограничений: cos θ <

< 0,83, Mγ−jet > 161 ГэВ и |yγ + yjet| < 2,37. Все обозначения соответствуют
обозначениям на рис. 20. Экспериментальные данные коллаборации ATLAS [229]

гистограммами на рис. 20–23. Как видно, эффект от партонных ливней
в конечном состоянии достаточно мал для распределений по всем рас-
сматриваемым кинематическим переменным, за исключением распреде-
лений по разности азимутальных углов Δφγ−jet в области Δφγ−jet ∼ 0
(см. рис. 22). Отметим, что в ранних работах [48, 209, 233, 234] влияние
партонных ливней в начальном состоянии на кинематику адронных струй
либо не рассматривалось вообще [48], либо учитывалось [209, 233, 234]
только в рамках некоторого приближения [226]. Так, предполагалось,
что партон (главным образом глюон) k′, испущенный на последнем
шаге эволюции, компенсирует поперечный импульс партона (глюона),
участвующего в жестком подпроцессе взаимодействия: k′

T 
 −kT . Все
остальные партоны, излученные во время КХД-эволюции партонного
каскада, относятся к протонному остатку, который согласно предполо-
жениям [226] обладает поперечным импульсом, пренебрежимо малым
по сравнению с k′

T . Таким образом, партон k′ формирует адронную
струю с Ejet

T = |k′
T | в дополнение к струям, образующимся в жестком

подпроцессе, из которых в дальнейшем выбирается одна, обладающая
наибольшей поперечной энергией (лидирующая струя). Результаты, по-
лученные с использованием этого предположения, также приведены на
рис. 20–23 (штрихпунктирные гистограммы). Как легко видеть, новый
используемый метод [173] позволяет значительно улучшить согласие
результатов расчетов с экспериментальными данными по сравнению
с предсказаниями приближения [226].
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5. ПРОЦЕССЫ РОЖДЕНИЯ БОЗОНОВ ХИГГСА
ПРИ ВЫСОКИХ ЭНЕРГИЯХ

Ниже рассмотрены процессы инклюзивного и ассоциативного (в со-
провождении адронных струй) рождения бозонов Хиггса при высо-
ких энергиях. При энергиях коллайдера LHC сечения процессов рож-
дения хиггсовских частиц определяются главным образом поведением
глюонных распределений при достаточно малых значениях переменной
x ∼mH/

√
s ∼ 0,008 (считаем массу бозона Хиггса равной mH = 125 ГэВ

и
√
s = 13 ТэВ), что дает основания для использования в расчетах

kT -факторизационного подхода КХД.
Экспериментальное обнаружение хиггсовских бозонов на коллайдере

LHC [235, 236], без сомнения, стало новой вехой в развитии физики
высоких энергий, а теоретические исследования процессов рождения
и распада этих частиц (с целью поиска эффектов новой физики за
рамками Стандартной модели) остаются актуальной задачей в рамках
КХД (см., например, [237]). Кроме того, исследования таких процессов
представляют значительный интерес также в свете изучения динамики
глюонной эволюции в протоне, поскольку основным механизмом процес-
са рождения бозона Хиггса в pp-столкновениях при энергиях коллайдера
LHC является подпроцесс глюон-глюонного слияния [238–243].

Определяющий вклад в сечение дают диаграммы, содержащие тре-
угольную петлю тяжелых (главным образом t) кварков. В области боль-
ших значений поперечного импульса pT существенный вклад ожидается
также от подпроцессов с участием векторных (W± и Z) бозонов в
начальном (Vector Boson Fusion, VBF) и конечном (VH) состояниях,
а также от процессов ассоциативного рождения бозона H и пары кварков
tt [244]. Вычисление соответствующих амплитуд, особенно с учетом
поправок высших порядков теории возмущений КХД, представляет собой
серьезную проблему ввиду необходимости учета значительного числа
многопетлевых диаграмм. Однако в пределе mt → ∞ расчеты суще-
ственно упрощаются, поскольку в этом приближении треугольная петля
t-кварков в диаграммах глюон-глюонного слияния заменяется эффек-
тивной вершиной взаимодействия [245, 246]. Такой подход справедлив
с точностью порядка 5% в области малых и средних значений попе-
речного импульса бозона Хиггса pT < mt при mH < 2mt [247, 248].
В настоящее время в пределе mt → ∞ сечения процессов рождения
хиггсовских частиц известны в N3LO-приближении теории возмущений
КХД [249]. Учет поправок высших порядков значительно (почти в 3 раза)
увеличивает величину полного сечения, рассчитанную в ведущем поряд-
ке [250, 251] (см. также [252]).

В рамках kT -факторизационного подхода расчеты [174, 253–255]
сечений процессов рождения бозонов Хиггса основаны на следующих



474 ЛИПАТОВ А. В., БАРАНОВ С.П., МАЛЫШЕВ М.А.

подпроцессах слияния глюонов вне массовой поверхности:

g∗(k1) + g∗(k2) → H(p) → γ/W±/Z(p1) + γ/W∓/Z(p2), (78)

где в круглых скобках указаны 4-импульсы всех соответствующих ча-
стиц. Эффективный лагранжиан взаимодействия поля Хиггса H и полей
глюонов имеет вид [245, 246]

LggH =
αs

12π

(
CF

√
2
)1/2

Ga
μνG

a μνH , (79)

где CF — константа Ферми и Ga
μν — известный тензор глюонного

поля. Эффективная вершина взаимодействия T μν,ab
ggH (k1, k2) двух глюонов,

обладающих 4-импульсами k1 и k2 и цветовыми индексами a и b, легко
может быть получена* из лагранжиана (79):

T μν, ab
ggH (k1, k2) = iδab

αs

3π

(
CF

√
2
)1/2 [

kμ2 k
ν
1 − (k1 · k2)gμν

]
. (80)

Отметим, что распад H → γγ может быть описан аналогичным обра-
зом с помощью эффективного лагранжиана взаимодействия [245, 246].
Отличие состоит в том, что помимо тяжелых кварков в этом случае
необходимо учитывать другие заряженные частицы — векторные бозоны
и лептоны. С помощью эффективных вершин взаимодействия легко по-
лучить простые аналитические выражения для квадратов амплитуд вне
массовой поверхности подпроцессов (78):

|A(g∗ + g∗ → H → γ + γ)|2 = 1
1152π4α

2α2
sC

2
F |F|2×

× ŝ2(ŝ+ p2
T )

2

(ŝ−m2
H)2 +m2

HΓ2
H

cos2 φ, (81)

|A(g∗ + g∗ → H → V + V )|2 = 512π
9

α3α2
sCF

√
2m2

ZCV ×

× (ŝ+ p2
T )

2

(ŝ−m2
H)2 +m2

HΓ2
H

cos2 φ×

×
(g4(V )L + g4(V )R)(l1 · l3)(l2 · l4) + 2g2(V )L g

2
(V )R(l1 · l4)(l2 · l3)[

(p21 −m2
V )

2 +m2
V Γ

2
V

][
(p22 −m2

V )
2 +m2

V Γ
2
V

] , (82)

где V = Z или W± и было выполнено усреднение по поляризациям на-
чальных и суммирование по поляризациям конечных частиц. В выраже-
ниях (81) и (82) F — известная функция [245, 246], ΓH , ΓZ и ΓW — пол-
ные ширины распадов хиггсовской частицы и калибровочных бозонов,
ŝ = (k1 + k2)

2, поперечный импульс бозона Хиггса pT = k1T + k2T , φ —

* См. также расчеты [46].
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азимутальный угол между поперечными импульсами начальных глюо-
нов, l1(l2) и l3(l4) — 4-импульсы лептонов (антилептонов), возникающих
в процессах распада калибровочных бозонов: p1 = l1 + l2, p2 = l3 + l4.
Константы CV , g(V )L и g(V )R определяются как

CZ =
4

sin6 2θW
, CW =

cot2 θW

64 sin4 θW
, (83)

g(Z)L = −1
2
+ sin2 θW , g(Z)R = sin2 θW , (84)

g(W )L = 1, g(W )R = 0, (85)

где θW — угол смешивания Вайнберга. Следует отметить, что при вычис-
лении (82) все лептоны в конечном состоянии предполагались различны-
ми и, следовательно, соответствующие интерференционные эффекты не
учитывались. Cуммирование по поляризациям начальных виртуальных
глюонов выполняется согласно (61). Приведенные результаты для ампли-
туды вне массовой поверхности с последующим распадом H → ZZ∗ → 4l
совпадают с полученными ранее [40]. Аналитические выражения были
включены в Монте-Карло генератор событий PEGASUS [94].

5.1. Результаты расчетов: сечения процессов инклюзивного рож-
дения бозона Хиггса. Экспериментальные данные для процесса ин-
клюзивного рождения хиггсовских бозонов при энергии

√
s = 13 ТэВ

с последующим распадом по различным модам были получены колла-
борациями CMS и ATLAS. Так, для распада H → γγ были измерены
распределения бозонов Хиггса по поперечному импульсу pT и быст-
роте y, а также разности азимутальных углов фотонов Δφγγ и углу
рассеяния фотона cos θ∗ (в системе Коллинза–Сопера) [258, 259]. Колла-
борацией CMS использовались следующие кинематические ограничения
на псевдобыстроты η и поперечные импульсы первого (обладающего
наибольшим поперечным импульсом) и второго фотонов: |ηγ1 | < 2,5,
|ηγ2 | < 2,5, pγ1

T /m
γγ > 1/3, pγ2

T /m
γγ > 1/4, где mγγ — инвариантная

масса пары фотонов, mγγ > 90 ГэВ [258]. Экспериментальные данные
коллаборации ATLAS были получены в области |ηγ1 | < 2,37, |ηγ2 | < 2,37,
pγ1
T /m

γγ > 0,35, pγ2
T /m

γγ > 0,25, 105 < mγγ < 160 ГэВ [259]. Предсказа-
ния для дифференциальных сечений представлены на рис. 24, при этом
в расчетах были использованы глюонные распределения A0 и JH’2013
set 2. Закрашенные области на всех рисунках отвечают оценкам тео-
ретических неопределенностей вычислений. Отметим, что к вкладам
в сечения от подпроцесса глюон-глюонного слияния (78) были добавлены
вклады подпроцессов с участием векторных (W± и Z) бозонов в на-
чальном (VBF) и конечном (VH) состояниях, а также вклады процессов
ассоциативного рождения бозона H и пары кварков tt, которые являются
существенными в области больших значений поперечного импульса бозо-
на Хиггса pT (см., например, [244]) и были взяты из экспериментальных
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Рис. 24. Дифференциальные сечения процесса инклюзивного рождения бозонов
Хиггса при

√
s = 13 ТэВ (в дифотонной моде распада). Результаты вычислений

NNLO+NNLL (генераторы HRES [256] и NNLOPS [257]), вклады подпроцессов
c участием векторных бозонов и/или t-кварков взяты из экспериментальных
работ [258, 259]. Данные коллабораций CMS [258] и ATLAS [259]
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работ [258, 259]. Кроме того, на рис. 24 приведены результаты вычис-
лений в рамках NNLO+NNLL приближения обычной (коллинеарной)
теории возмущений КХД, полученные с помощью Монте-Карло генера-
торов событий HRES [256] и NNLOPS [257], также взятые из экспе-
риментальных работ [258, 259]. Видно, что теоретические предсказания
хорошо согласуются с данными коллабораций CMS и ATLAS как по
форме, так и по абсолютной величине в пределах экспериментальных
и теоретических неопределенностей. Следует особо подчеркнуть, что рас-
пределения по поперечному импульсу бозонов pT , вычисленные в рамках
kT -факторизационного подхода, совпадают (за исключением области ма-
лых pT ) с предсказаниями обычной пертурбативной КХД с учетом вкла-
дов высоких порядков. Поскольку форма этих распределений (в рамках
kT -факторизационного подхода КХД) в значительной мере определяется
зависимостью TMD-функций распределения глюонов от поперечного им-
пульса, то отсюда следует, что вклады высших порядков теории возмуще-
ний КХД эффективно учитываются с помощью TMD-распределений глю-
онов, полученных из решений уравнения CCFM. Отличия предсказаний
kT -факторизационного подхода, полученных с помощью разных TMD
глюонных распределений в области небольших значений поперечного им-
пульса бозонов Хиггса pT (а также при Δφγγ ∼ π), связаны с различным
поведением этих распределений в области малых k2

T (см. рис. 3). Этот же
фактор влияет на абсолютную нормировку распределений хиггсовских
частиц по быстроте y и углу рассеяния фотона cos θ∗.

Экспериментальный анализ процесса инклюзивного рождения бозо-
нов Хиггса с последующим распадом H → ZZ∗ → 4l или H →W+W− →
→ e±μ∓νν также был проведен коллаборациями CMS и ATLAS. В на-
стоящем обзоре мы остановимся на недавних результатах, получен-
ных коллаборацией ATLAS для распада H → ZZ∗ → 4l при энергии√
s = 13 ТэВ. Так, были измерены [260] распределения бозонов Хиггса

по поперечному импульсу, быстроте, углу рассеяния cos θ∗ лидирующей
лептонной пары (пары, обладающей инвариантной массой m12, наибо-
лее близкой к массе mZ), инвариантным массам m12 и m34 лиди-
рующей и следующей за ней пары лептонов, а также углам рожде-
ния cos θ1 и cos θ2 антилептонов (в системах покоя соответствующих
Z-бозонов). Эти данные получены при pl1T > 20 ГэВ, pl2T > 15 ГэВ,
pl3T > 10 ГэВ, pl4T > 6 ГэВ, 50 < m12 < 106 ГэВ, 12 < m34 < 115 ГэВ,
118 < m4l < 129 ГэВ и |η| < 2,47 [260]. Результаты расчетов представле-
ны на рис. 25, где, как и ранее, к вкладам от подпроцессов глюон-глюон-
ного слияния (78) были добавлены вклады подпроцессов с участием век-
торных бозонов в начальном (VBF) и конечном (VH) состояниях, а также
вклады процессов ассоциативного рождения бозона H и пары кварков tt,
взятые из экспериментальной работы [260]. Учет таких вкладов стано-
вится важен в области очень больших значений поперечного импульса
pT � mH . Видно, что предсказания kT -факторизационного подхода хоро-
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Рис. 25. Дифференциальные сечения процесса инклюзивного рождения бозо-
нов Хиггса в pp-столкновениях при энергии

√
s = 13 ТэВ в моде распада

H → ZZ∗ → 4l. Результаты вычислений NNLO+NNLL, полученные с помо-
щью генератора Монте-Карло NNLOPS [257], вклады подпроцессов c участием
векторных бозонов и/или t-кварков взяты из экспериментальной работы [260].
Данные коллаборации ATLAS [260]
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шо согласуются (в пределах неопределенностей теоретических вычисле-
ний и погрешностей измерений) с данными коллабораций CMS и ATLAS,
полученными при различных энергиях. Это согласие наблюдается для
распределений по всем кинематическим переменным, единственное ис-
ключение составляет область небольших pT . Численные результаты, как
и в случае дифотонной моды распада, существенно зависят от выбора
TMD-функции распределения глюонов в протоне, в частности, от ее
формы и абсолютной нормировки в области малых значений поперечного
импульса k2

T , приведенной на рис. 3. Таким образом, можно заключить,
что экспериментальные данные LHC для процессов инклюзивного рож-
дения бозонов Хиггса в дибозонных модах распада могут быть использо-
ваны для уточнения параметров TMD-распределений глюонов (см. так-
же [117]). Отметим, что предсказания kT -факторизационного подхода
достаточно близки к результатам расчетов в рамках NNLO+NNLL
приближения обычной теории возмущений КХД. Последние взяты из
работы [260].

5.2. Результаты расчетов: сечения процессов ассоциативного
рождения бозонов Хиггса и струй адронов. Как было отмечено ранее,
наиболее ярко принципиальные отличия между методами kT -фактори-
зационного подхода КХД и обычной теории возмущений проявляются
при вычислении сечений процессов с образованием струй в конечном
состоянии. При этом изучение подобных процессов позволяет получить
дополнительную информацию о динамике глюонной эволюции в протоне.
С этой целью были вычислены сечения рождения хиггсовских частиц
и адронных струй (с последующим распадом бозона H по различным
модам) в pp-столкновениях при энергиях

√
s = 8 и 13 ТэВ в зависимости

от ряда наблюдаемых. Кинематическая область, в которой проводились
расчеты, соответствует указанным выше условиям экспериментов кол-
лабораций CMS [258, 261] и ATLAS [259] для процессов инклюзив-
ного рождения бозона Хиггса; при этом дополнительно накладывались
ограничения на поперечный импульс и быстроту струй: pjetT > 30 ГэВ,
|ηjet| < 2,5 (данные CMS [261]), |ηjet| < 4,4 (данные ATLAS [259]),
|ηjet| < 4,7 (данные CMS [258]).

Согласно описанному выше методу вычисление полных и диффе-
ренциальных сечений рассматриваемых процессов выполняется в два
этапа. Так, на первом этапе применяется Монте-Карло генератор собы-
тий PEGASUS, с помощью которого производятся численные расчеты
с использованием TMD-распределений глюонов, полученных из решения
уравнения эволюции CCFM. События, отвечающие процессам рождения
бозонов Хиггса в различных модах распада, записываются в файл фор-
мата *.lhe. На следующем этапе подготовленный файл *.lhe используется
для численной реконструкции цепочки эволюции глюонных распреде-
лений. С этой целью проводится моделирование процессов излучения
глюонов в начальном состоянии с помощью алгоритма TMD-генерации
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партонных ливней (в соответствии с уравнением эволюции CCFM) про-
граммы CASCADE [93], что позволяет вести отбор событий с любым чис-
лом адронных струй согласно критериям экспериментального анализа.
Отбор струй осуществлялся с использованием алгоритма, включенного
в пакет программ FASTJET [225], при обычном значении параметра
анти-kT алгоритма Rjet = 0,4.

Полученные результаты представлены на рис. 26 и 27. В этих рас-
четах были использованы глюонные распределения A0 и JH’2013 set 2,
при этом закрашенные области на всех рисунках отвечают оценкам
теоретических неопределенностей вычислений. Как и ранее, к вкладам
в сечения от подпроцесса глюон-глюонного слияния (78) были добав-
лены вклады подпроцессов с участием калибровочных бозонов в на-
чальном и конечном состояниях, а также вклады процессов ассоциа-
тивного рождения бозона H и пары кварков tt, которые были взяты
из экспериментальных работ [258, 260]. Также на рис. 26 и 27 для
сравнения приведены результаты вычислений в рамках NNLO+NNLL
приближения обычной теории возмущений КХД, полученные с помощью
генераторов Монте-Карло MiNLO HJ [167] и NNLOPS [257], взятые
из работ [258, 259]. Видно, что, как и для процессов инклюзивного
рождения бозонов Хиггса, наши предсказания достаточно хорошо со-
гласуются с экспериментальными данными CMS и ATLAS (получен-
ными при разных энергиях) как по форме, так и по абсолютной ве-
личине в пределах экспериментальных и теоретических неопределенно-
стей. Тем не менее использование в расчетах функции распределения
глюонов A0 приводит к некоторой недооценке измеренных сечений.
Отличия между предсказаниями kT -факторизационного подхода, полу-
ченными с различными TMD глюонными распределениями, наиболее
ярко проявляются для наблюдаемых, связанных с кинематикой струй:
в дифотонной моде распада для распределений по разности быстрот
бозона Хиггса и лидирующей адронной струи и/или разности их ази-
мутальных углов (см. рис. 26). В случае распада H → ZZ∗ → 4l та-
кими характерными наблюдаемыми являются распределения по разно-
сти быстрот бозона Хиггса и лидирующей адронной струи, разности
быстрот лидирующей и следующей за ней струй, а также распреде-
ления по инвариантным массам бозона Хиггса и лидирующей струи
и/или бозона Хиггса и системы двух струй (см. рис. 27). К сожале-
нию, в настоящее время достигнутая точность измерения таких се-
чений не позволяет сделать определенный вывод о предпочтительно-
сти той или иной TMD-функции распределения глюонов в протоне.
Тем не менее указанные наблюдаемые могут быть использованы для
уточнения параметров TMD глюонных распределений с использованием
более точных данных, которые будут получены в будущих экспери-
ментах.

В заключение следует подчеркнуть еще раз, что, как и в случае
процесса инклюзивного рождения хиггсовских частиц, полученные пред-
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Рис. 26. Дифференциальные сечения процесса ассоциативного рождения бозонов
Хиггса и адронных струй (в дифотонной моде распада) в pp-столкновениях
при энергии

√
s = 13 ТэВ. Результаты вычислений NNLO+NNLL (генератор

NNLOPS [257]), вклады подпроцессов c участием векторных бозонов и/или
t-кварков взяты из экспериментальной работы [258]. Данные коллаборации
CMS [258]
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Рис. 27. Дифференциальные сечения процесса ассоциативного рождения бозонов
Хиггса и адронных струй (в моде распада H → ZZ∗ → 4l) в pp-столкновениях
при энергии

√
s = 13 ТэВ. Результаты вычислений NNLO+NNLL (генератор

NNLOPS [257]), вклады подпроцессов c участием векторных бозонов и/или
t-кварков взяты из экспериментальной работы [260]. Данные коллаборации
ATLAS [260]
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сказания kT -факторизационного подхода для всех наблюдаемых близки
(конечно, в пределах теоретических неопределенностей) к результатам
расчетов в рамках NNLO+NNLL приближения теории возмущений
КХД, несмотря на принципиальное отличие этих подходов к способу
построения событий, содержащих струи адронов в конечном состоя-
нии. Так, в первом случае кинематические свойства струй определя-
ются уравнением КХД-эволюции глюонной плотности, а во втором —
матричным элементом жесткого подпроцесса рассеяния. Таким образом,
еще раз продемонстрировано, что использование уравнения эволюции
CCFM позволяет воспроизвести традиционные, значительно более тру-
доемкие вычисления с учетом поправок высших порядков теории возму-
щений КХД.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Особый класс процессов, активно изучаемых в настоящее время
в экспериментах на Большом адронном коллайдере, составляют процес-
сы, в которых присутствуют два или более характерных энергетических
масштаба взаимодействия — «мягкий» адронный масштаб, определяе-
мый величиной порядка ΛQCD, и «жесткий» масштаб, который задается
переданным во время взаимодействия импульсом. Наличие «жесткого»
масштаба позволяет отделить динамику взаимодействия на малых рас-
стояниях от эффектов физики больших расстояний. Последнее произ-
водится с помощью так называемых теорем о факторизации, согласно
которым сечения (или иные наблюдаемые) различных процессов могут
быть представлены в виде свертки сечения соответствующего жесткого
подпроцесса партонного рассеяния, вычисленного в рамках теории воз-
мущений КХД, и функций распределения партонов в сталкивающихся
протонах.

При энергиях современных ускорителей (HERA, LHC) и коллайде-
ров следующего поколения (FCC, EiC, EicC) необходимо использовать
kT -факторизационный подход КХД (или, что является синонимом, фак-
торизацию при высоких энергиях). Несомненное преимущество этого
подхода связано с удобством учета значительной части поправок следую-
щих порядков теории возмущений КХД в форме зависящих от попереч-
ного импульса (Transverse Momentum Dependent, или TMD) функций
распределения глюонов и/или кварков в протоне. Кроме того, учет попе-
речного импульса начальных кварков и глюонов позволяет точно воспро-
извести кинематику жестких подпроцессов уже в ведущем приближении,
при этом в расчетах необходимо принимать во внимание зависимость ам-
плитуд партонных подпроцессов от виртуальностей взаимодействующих
партонов. Такие вычисления могут быть выполнены в рамках форма-
лизма, основанного на калибровочно-инвариантной эффективной теории
поля Л.Н.Липатова, что обеспечивает калибровочную инвариантность
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рассчитанных амплитуд во всех порядках теории возмущений, несмотря
на виртуальности начальных частиц.

TMD-функции распределения партонов (в частности, глюонов) в про-
тоне являются предметом активных исследований, поскольку от них
существенно зависят сечения многих процессов КХД, которые изуча-
ются или будут изучаться как на современных коллайдерах, так и на
коллайдерах следующего поколения. Аналогично обычным (коллинеар-
ным) партонным распределениям на основе доступных эксперименталь-
ных данных и дополнительных модельных предположений должны быть
получены начальные TMD партонные плотности, а затем с помощью
решения соответствующих уравнений эволюции (BFKL, CCFM и др.)
TMD-распределения могут быть рассчитаны для любой кинематической
области, даже еще не доступной экспериментально. В этом свете весьма
актуальным представляется изучение в рамках kT -факторизационного
подхода особого ряда таких процессов КХД, сечения которых определя-
ются главным образом подпроцессами глюон-глюонного слияния и ко-
торые являются наиболее чувствительными к функциям распределения
глюонов в протоне.

Значительный интерес представляет развитие методов вычислений
в рамках kT -факторизационного подхода КХД и их непосредственное
применение в феноменологических расчетах сечений и иных наблюдае-
мых широкого ряда процессов. Так, долгое время значительным лими-
тирующим фактором при использовании этого подхода для вычисления
сечений процессов ассоциативного рождения частиц и струй адронов
была практическая сложность правильного учета кинематики струй,
образующихся в результате излучения кварков и глюонов в начальном
состоянии. Недавно эта проблема получила решение благодаря новой
версии генератора Монте-Карло CASCADE, с помощью которого вы-
числения на партонном уровне могут быть дополнены моделированием
вкладов TMD партонных ливней. Последнее открывает новые возможно-
сти для изучения процессов с образованием адронных струй в конечном
состоянии, что тем самым существенно расширяет область применимости
kT -факторизационного подхода КХД.

Обсуждаемые в настоящем обзоре методы позволяют быстро интер-
претировать и осмыслить поток непрерывно поступающих новых экс-
периментальных данных для широкого ряда жестких процессов КХД,
в том числе процессов одиночного и парного рождения тяжелых квар-
ков, процессов инклюзивного и ассоциативного (в сопровождении одной
или нескольких адронных струй) рождения прямых фотонов, тяжелых
калибровочных бозонов при высоких энергиях. На примере этих про-
цессов продемонстрированы перечисленные выше основные преимуще-
ства kT -факторизационного подхода КХД. Показана чувствительность
рассчитанных сечений к выбору TMD-распределений глюонов в про-
тоне. Подчеркнуто, что использование новых экспериментальных данных
для таких процессов с целью определения и/или уточнения парамет-
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ров начальных TMD-распределений важно для дальнейшего развития
kT -факторизационного подхода, в частности, для уменьшения неопреде-
ленностей теоретических предсказаний.

Следует еще раз отметить, что использование эволюционных урав-
нений типа BFKL и расчеты сечений жестких подпроцессов в высоких
порядках теории возмущений КХД в рамках коллинеарного прибли-
жения представляют собой два разных способа учета пертурбативных
вкладов. Как было отмечено выше, с помощью эволюционных уравнений
суммируются до бесконечно высоких порядков вклады, усиленные раз-
личного рода большими логарифмами, тогда как при расчетах в рамках
коллинеарной факторизации учет ограничен лишь сравнительно низкими
порядками (обычно двумя и весьма редко — тремя), но зато в расчет
принимаются вклады всех возможных фейнмановских диаграмм.

К сожалению, до сих пор подавляющее большинство расчетов сече-
ний партонных подпроцессов рассеяния в рамках kT -факторизационного
подхода ограничены лидирующим порядком по константе связи КХД.
Действительно, учет поперечного импульса взаимодействующих парто-
нов как в жестком подпроцессе, так и в уравнениях эволюции приводит
к опасности двойного счета — один и тот же вклад может быть учтен
дважды под разными именами. Конечно, такая проблема не возникает
в рамках обычного коллинеарного приближения ввиду отсутствия попе-
речного импульса у t-канальных партонов во время эволюции партонного
каскада в соответствии с уравнениями DGLAP. Тем не менее некоторые
методы вычислений в следующем за ведущим порядке теории возму-
щений в рамках подхода kT -факторизации были предложены недавно
и обсуждаются в литературе (см., например, [41, 262, 263]).

В заключение авторы выражают искреннюю и глубокую признатель-
ность А. В. Котикову, Г. И.Лыкасову и Х.Юнгу (H. Jung) за многочис-
ленные обсуждения и помощь в работе.
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140. Alekhin S., Blümlein J., Moch S., Placakyte R. Parton Distribution Functions,
αs, and Heavy-Quark Masses for LHC Run II // Phys. Rev. D. 2017. V. 96.
P. 014011.

141. Kotikov A.V., Shaikhatdenov B. Gottfried Sum Rule in QCD Nonsinglet Ana-
lysis of DIS Fixed-Target Data // Phys. Atom. Nucl. 2018. V. 81. P. 244–252.

142. Chatrchyan S., Khachatryan V., Sirunyan A., Tumasyan A., Adam W., Ber-
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160. Sjöstrand T., Ask S., Christiansen J., Corke R., Desai N., Ilten P., Mrenna S.,

Prestel S., Rasmussen C., Skands P. An Introduction to PYTHIA 8.2 //
Comput. Phys. Commun. 2015. V. 191. P. 159–177.

161. Campbell J., Ellis R. Next-to-Leading Order Corrections to W + 2 Jet and
Z + 2 Jet Production at Hadron Colliders // Phys. Rev. D. 2002. V. 65, No. 11.
P. 113007.

162. Alwall J., Frederix R., Frixione S., Hirschi V., Maltoni F., Mattelaer O.,
Shao H. S., Stelzer T., Torrielli P., Zaro M. The Automated Computation of
Tree-Level and Next-to-Leading Order Differential Cross Sections, and Their
Matching to Parton Shower Simulations // JHEP. 2014. V. 2014, No. 7. P. 079.
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