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‚ · ¡μÉ¥ μ¡¸Ê¦¤ ÕÉ¸Ö ¢μ¶·μ¸Ò ¶·¨³¥´¥´¨Ö ³¥Éμ¤  μ¡Ñ¥³´ÒÌ ¨´É¥£· ²Ó-
´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ³ £´¨Éμ¸É É¨±¨ ¤²Ö ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö ³ £´¨É´ÒÌ ¸¨¸É¥³. „ ´-
´Ò° ¶μ¤Ìμ¤ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¸Ê§¨ÉÓ ·¥Ï¥´¨¥ § ¤ Î¨ ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ´¥¨§¢¥¸É´ÒÌ ¤μ
μ¡² ¸É¨, § ¶μ²´¥´´μ° ³ £´¨É´Ò³ ³ É¥·¨ ²μ³. �¤´ ±μ ¶·¨ ÔÉμ³ ¢μ§´¨± ÕÉ
¶·μ¡²¥³Ò ¸ ¶μ¸É·μ¥´¨¥³ ¤¨¸±·¥É¨§ Í¨° ¢Ò¸μ±μ£μ ¶μ·Ö¤±   ¶¶·μ±¸¨³ Í¨°
¢¢¨¤Ê ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨ Ö¤·  ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°,   É ±¦¥ ¶·μ¡²¥³Ò ¸ ¢Ò-
Î¨¸²¥´¨¥³ ¡μ²ÓÏμ£μ Î¨¸²  ³ É·¨Î´ÒÌ Ô²¥³¥´Éμ¢ ¤¨¸±·¥É¨§μ¢ ´´ÒÌ § ¤ Î.
„²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥° ¸¨¸É¥³Ò ´¥²¨´¥°´ÒÌ ¤¨¸±·¥É¨§μ¢ ´´ÒÌ Ê· ¢-
´¥´¨°, ± ± ¶· ¢¨²μ ¡μ²ÓÏμ° · §³¥·´μ¸É¨, ¢μ§³μ¦´μ ¶·¨³¥´¥´¨¥ Éμ²Ó±μ ¶·μ-
¸ÉÒÌ ³¥Éμ¤μ¢, ´¥ ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÐ¨Ì μ¡· Ð¥´¨¥ ³ É·¨Í. � §¡¨¥´¨¥ ¨¸Ìμ¤´μ°
μ¡² ¸É¨, Î ¸Éμ ¸²μ¦´μ£μ ¢¨¤ , ´  Ô²¥³¥´ÉÒ É ±¦¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥¶·μ¸Éμ° § ¤ -
Î¥°. ‚ ¤ ´´μ° · ¡μÉ¥ μ¡¸Ê¦¤ ÕÉ¸Ö ¶μ¤Ìμ¤Ò ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´´ÒÌ
§ ¤ Î, ¶·¨¢μ¤ÖÉ¸Ö ¶·¨³¥·Ò ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨Ö · §· ¡μÉ ´´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢ ¤²Ö ³μ-
¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö ³ £´¨É´ÒÌ ¸¨¸É¥³, ¤ ¥É¸Ö ¸· ¢´¥´¨¥ ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢ ¸
· ¸Î¥É ³¨, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò³¨ ¢ · ³± Ì ¤·Ê£¨Ì ¶μ¸É ´μ¢μ±.

1. Œ…’�„ ��š…Œ�›• ˆ�’…ƒ��‹œ�›• “��‚�…�ˆ‰

�Ê¸ÉÓ B(ā), H(ā), M (ā) ¥¸ÉÓ ¨´¤Ê±Í¨Ö, ´ ¶·Ö¦¥´´μ¸ÉÓ ¨ ´ ³ £´¨Î¥´-
´μ¸ÉÓ ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö ¢ ÉμÎ±¥ ā. ‚¥²¨Î¨´Ò B, H , M ¸¢Ö§ ´Ò ¸²¥¤ÊÕÐ¨³¨
´¥²¨´¥°´Ò³¨ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö³¨:

H(ā) =
B(ā)

μ
(
|B(ā)|

)
μ0

, M (ā) =
B(ā)
μ0

−H(ā), (1)

£¤¥ μ0 Å  ¡¸μ²ÕÉ´ Ö ³ £´¨É´ Ö ¶·μ´¨Í ¥³μ¸ÉÓ ¢ ±ÊÊ³ ; ´¥²¨´¥°´ Ö ËÊ´±Í¨Ö
μ(x) Å ³ £´¨É´ Ö ¶·μ´¨Í ¥³μ¸ÉÓ, ¢´¥ ¦¥²¥§  Éμ¦¤¥¸É¢¥´´μ · ¢´ Ö ¥¤¨´¨Í¥,
  ¢´ÊÉ·¨ ¦¥²¥§  ¥¸ÉÓ ´¥²¨´¥°´ Ö ËÊ´±Í¨Ö, Ì · ±É¥·¨§ÊÕÐ Ö ¸¢Ö§Ó ³¥¦¤Ê H
¨ B ¤²Ö ¤ ´´μ£μ É¨¶  Ë¥··μ³ £´¥É¨± . ˆ³¥¥É ³¥¸Éμ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ ¨´É¥£· ²Ó´μ¥
Ê· ¢´¥´¨¥:

H(ā) =H
S
(ā) +

1
4π

∇ā

∫
G

(
M (x̄),∇a

1
|x̄ − ā|

)
dvx̄,

1



£¤¥ H
S
(ā) Å ¶μ²¥ μÉ Éμ±μ¢ÒÌ μ¡³μÉμ±; G Å μ¡² ¸ÉÓ, § ¶μ²´¥´´ Ö Ë¥··μ-

³ £´¥É¨±μ³. �μ²¥ H
S
(ā) ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ´ °¤¥´μ ¶μ § ±μ´Ê �¨μÄ‘ ¢ · :

H
S
(ā) =

1
4π

Rotā
∫
R3

J (x̄)
|x̄ − ā|dvx̄.

‘²μ¦´μ¸ÉÓ ¶·¨³¥´¥´¨Ö ¨´É¥£· ²Ó´μ° ¶μ¸É ´μ¢±¨ ¸¢Ö§ ´  ¸ ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸ÉÓÕ
Ö¤·  ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°. ˆ³¥´´μ ÔÉ¨³ μ¡ÑÖ¸´Ö¥É¸Ö ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥ Éμ-
²Ó±μ ±Ê¸μÎ´μ-¶μ¸ÉμÖ´´μ°  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ´¥¨§¢¥¸É´ÒÌ ¢ ¶·¥¤¥² Ì Ô²¥³¥´Éμ¢
· §¡¨¥´¨Ö μ¡² ¸É¨ ¶·¨ ¤¨¸±·¥É¨§ Í¨¨ Ê· ¢´¥´¨° ¢ ¨§¢¥¸É´μ³ ¶·μ£· ³³´μ³
±μ³¶²¥±¸¥ GFUN [1]. �²ÓÉ¥·´ É¨¢´Ò³ ³¥Éμ¤Ê ±μ²²μ± Í¨° ¨§ [1] Ö¢²Ö¥É¸Ö § -
³¥´  ÉμÎ±¨ ´ ¡²Õ¤¥´¨Ö ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥³ ¶μ Ô²¥³¥´ÉÊ · §¡¨¥´¨Ö, ÎÉμ ¶μ§¢μ-
²Ö¥É ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ¤²Ö ´¥¨§¢¥¸É´ÒÌ ¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±μ£μ ¶μ·Ö¤± .
� ¨¡μ²¥¥ Ê¤μ¡´Ò³ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨³ ¶μ¤Ìμ¤μ³ ¤²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ¶μ¤μ¡´ÒÌ  ¶-
¶·μ±¸¨³ Í¨° Ö¢²Ö¥É¸Ö ³¥Éμ¤ ±μ´¥Î´ÒÌ Ô²¥³¥´Éμ¢ (ŒŠ	) [2].

� §μ¡Ó¥³ μ¡² ¸ÉÓ G ´  É¥É· Ô¤·Ò {Gi}. �Ê¤¥³ ¶·¥¤¶μ² £ ÉÓ, ÎÉμ · ¸¸³ -

É·¨¢ ¥³μ¥ · §¡¨¥´¨¥ G =
N⋃

i=1

Gi Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É É·¥¡μ¢ ´¨Ö³ ŒŠ	. �Ê¸ÉÓ

{P k, k = 1, . . . , L} Å ´ ¡μ· ¢¸¥Ì ¢¥·Ï¨´ É¥É· Ô¤·μ¢ {Gi}. �¡μ§´ Î¨³
Bk = B(P k), Hk = H(P k), Mk = M (P k). �Ê¸ÉÓ fk(x̄) Å ËÊ´±Í¨Ö Ëμ·³Ò,
 ¸¸μÍ¨¨·μ¢ ´´ Ö ¸ ¢¥·Ï¨´μ° P k. ”Ê´±Í¨Ö fk(x̄) ´  ± ¦¤μ³ É¥É· Ô¤·¥ ¥¸ÉÓ
²¨´¥°´ Ö ËÊ´±Í¨Ö, · ¢´ Ö 1 ¢ ¢¥·Ï¨´¥P k ¨ ´Ê²Õ ¢ μ¸É ²Ó´ÒÌ. ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ ÔÉ¨
μ¡μ§´ Î¥´¨Ö, ¶μ¸É·μ¨³ ²¨´¥°´Ò¥  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ¤²Ö ¢¥±Éμ·-ËÊ´±Í¨° B(ā),
H(ā), M (ā):

B̂(ā) =
L∑

k=1

fk(ā)Bk, Ĥ(ā) =
L∑

k=1

fk(ā)Hk, M̂(ā) =
L∑

k=1

fk(ā)Mk.

‘Ëμ·³Ê²¨·Ê¥³ ¢ · ³± Ì ŒŠ	 ¨´É¥£· ²Ó´ÊÕ ¶μ¸É ´μ¢±Ê § ¤ Î¨ ³ £´¨Éμ-
¸É É¨±¨ ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ²¨´¥°´μ°  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ´ ³ £´¨Î¥´´μ¸É¨ ¢ ¶·¥-
¤¥² Ì μ¡Ñ¥³´μ£μ Ô²¥³¥´É  [3]:

L∑
j=1

∫
G

fi(ā)fj(ā)Hjdvā =
∫
G

fi(ā)H
S
(ā)dvā+

+
L∑

j=1

∫
G

fi(ā)
∇a

4π

⎡
⎣ ∫

G

fj(x̄)
(
M j ,∇a

1
|x̄ − ā|

)
dvx̄

⎤
⎦ dvā, (2)

i = 1, L.
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�Ê¸ÉÓ ³ É·¨Í  [C] ¥¸ÉÓ ³ É·¨Í  · §³¥·´μ¸É¨ [3L × 3L]:

[C] =

⎡
⎢⎣

[C11] · · · [C1L]
...

. . .
...

[CL1] · · · [CLL]

⎤
⎥⎦ ,

£¤¥ [Cij ] Å ¤¨ £μ´ ²Ó´ Ö ³ É·¨Í  · §³¥·´μ¸É¨ [3 × 3] ¢¨¤ 

[Cij ] =
∫
G

fi(ā)fj(ā)dvā

⎛
⎝1 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ .

�Ê¸ÉÓ [A] ¥¸ÉÓ ³ É·¨Í  · §³¥·´μ¸É¨ [3L × 3L]:

[A] =

⎡
⎢⎣

[A11] · · · [A1L]
...

. . .
...

[AL1] · · · [ALL]

⎤
⎥⎦ ,

£¤¥ [Aij ] Å ³ É·¨Í  · §³¥·´μ¸É¨ [3 × 3], É ± Ö, ÎÉμ ¤²Ö ²Õ¡μ£μ ¶μ¸ÉμÖ´´μ£μ
¢¥±Éμ·  M ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥

[Aij ]M =
∫
G

fi(ā)dvā
∇a

4π

⎡
⎣∫

G

fj(x̄)
(
M,∇ā

1
|x̄ − ā|

)
dvx̄

⎤
⎦ . (3)

�Ê¸ÉÓ

B̂=
(
B1,B2, . . . ,BL

)T
,

M̂(B̂) =
(
μ0M (B1), μ0M (B2), . . . , μ0M (BL)

)T
,

ĤS =

⎛
⎝μ0

∫
G

f1(ā)H
S
(ā)dvā, μ0

∫
G

f2(ā)H
S
(ā)dvā, . . . , μ0

∫
G

fL(ā)H
S
(ā)dvā

⎞
⎠

T

.

“Î¨ÉÒ¢ Ö (1), ¸¨¸É¥³Ê (2) ³μ¦´μ § ¶¨¸ ÉÓ ¢ ¢¨¤¥

[C]B̂ = ĤS + ([A] + [C]) M̂(B̂). (4)

ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ ËÊ´±Í¨¨ Ëμ·³Ò ¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±μ£μ ¶μ·Ö¤±   ´ ²μ£¨Î´μ (2), ³μ¦-
´μ ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ÉÓ ¤¨¸±·¥É¨§ Í¨Õ ¸ ±¢ ¤· É¨Î´μ° ¨ ¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±μ°  ¶¶·μ±-
¸¨³ Í¨¥° ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ¢ ¶·¥¤¥² Ì Ô²¥³¥´É .

3
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„²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ¤¨¸±·¥É¨§ Í¨¨ ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° (2) · ¸Î¥É´ Ö
μ¡² ¸ÉÓ ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ · §¡¨É  ´  É¥É· Ô¤·Ò, Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¨¥ É·¥¡μ¢ ´¨Ö³
ŒŠ	. ‚ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ § ¤ Î¨ ´  · §³¥· Ô²¥³¥´Éμ¢ ¸¥É±¨ ´ ±² ¤Ò¢ ÕÉ¸Ö
· §²¨Î´Ò¥ É·¥¡μ¢ ´¨Ö. ‚ ¶μ¤μ¡² ¸ÉÖÌ, £¤¥ ·¥Ï¥´¨¥ ³¥´Ö¥É¸Ö ¡Ò¸É·μ, ´¥μ¡-
Ìμ¤¨³  ¡μ²¥¥ ¤¥É ²Ó´ Ö ¤¨¸±·¥É¨§ Í¨Ö ¨, ± ± ¸²¥¤¸É¢¨¥, Ô²¥³¥´ÉÒ ¤μ²¦´Ò
¡ÒÉÓ ³¥´ÓÏ¥. ‚´ÊÉ·¨ μ¡² ¸É¥° ³¥¤²¥´´μ£μ ¨§³¥´¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¶μ¤·μ¡´μ¥
· §¡¨¥´¨¥ ¶·¨¢μ¤¨É ± ´¥μ¶· ¢¤ ´´μ ¡μ²ÓÏμ³Ê Î¨¸²Ê ¸£¥´¥·¨·μ¢ ´´ÒÌ Ô²¥-
³¥´Éμ¢, ÎÉμ Ê¸²μ¦´Ö¥É ·¥Ï¥´¨¥ ¨Éμ£μ¢μ° ¤¨¸±·¥É¨§μ¢ ´´μ° ¸¨¸É¥³Ò Ê· ¢´¥-
´¨°. �μÔÉμ³Ê ¢ É ±¨Ì μ¡² ¸ÉÖÌ Ô²¥³¥´ÉÒ ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ ¡μ²ÓÏ¥. Š·μ³¥ Éμ£μ,
¶μ¸É·μ¥´´Ò¥ Ô²¥³¥´ÉÒ ¸¥É±¨ ´¥ ¤μ²¦´Ò ¢Ò·μ¦¤ ÉÓ¸Ö, É ± ± ± ¢Ò·μ¦¤¥´´Ò¥
Ô²¥³¥´ÉÒ ¢²¨ÖÕÉ ´   ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Õ ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ¨ ´  ¸Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ
¨É¥· Í¨μ´´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢, ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ÒÌ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö · §´μ¸É´μ° § ¤ Î¨.

�·¨ ¤¨¸±·¥É¨§ Í¨¨ μ¡² ¸É¥° ¸ ´¥μ¤´μ·μ¤´Ò³ ³ É¥·¨ ²μ³ ´  ¸¥É±Ê ´ -
±² ¤Ò¢ ÕÉ¸Ö ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò¥ μ£· ´¨Î¥´¨Ö, ¸¢Ö§ ´´Ò¥ ¸ £· ´¨Í ³¨ · §¤¥² 
¸·¥¤. 	É¨ £· ´¨ÍÒ, ¨³¥ÕÐ¨¥, ± ± ¶· ¢¨²μ, ¢¨¤ ±·¨¢ÒÌ ¢ ¤¢Ê³¥·´μ³ ¸²Ê-
Î ¥ ¨²¨ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¥° ¢ É·¥Ì³¥·´μ³, ´¥ ¤μ²¦´Ò ¶¥·¥¸¥± ÉÓ¸Ö ·¥¡· ³¨ ¸¥É±¨.
�μ ¸ÊÉ¨ ÔÉ¨ μ£· ´¨Î¥´¨Ö μ§´ Î ÕÉ, ÎÉμ ± ¦¤Ò° ¶μ²ÊÎ¥´´Ò° ±μ´¥Î´Ò° Ô²¥-
³¥´É ¸¥É±¨ ¤μ²¦¥´ ¸μ¸ÉμÖÉÓ Éμ²Ó±μ ¨§ μ¤´μ£μ ³ É¥·¨ ² . ƒ· ´¨ÍÒ μ¡² ¸É¨
³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¶·¨¡²¨¦¥´Ò ± ± ²¨´¨Ö³¨ ¨ ¶²μ¸±μ¸ÉÖ³¨, É ± ¨ ±·¨¢Ò³¨ ¨ ¶μ-
¢¥·Ì´μ¸ÉÖ³¨ ¢Éμ·μ£μ ¨ ¡μ²¥¥ ¶μ·Ö¤±μ¢. ’ ±¨¥ £· ´¨ÍÒ  ¶¶·μ±¸¨³¨·ÊÕÉ¸Ö
·¥§Ê²ÓÉ¨·ÊÕÐ¨³¨ Ô²¥³¥´É ³¨ ¸ Ï £μ³, § ¢¨¸ÖÐ¨³ μÉ ¨Ì · §³¥·  ´  ¤ ´´μ³
ÊÎ ¸É±¥ ¸¥É±¨.

‚ · ¡μÉ¥ [4] ¨¸¸²¥¤ÊÕÉ¸Ö ¢μ¶·μ¸Ò, ¢μ§´¨± ÕÐ¨¥ ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ £¥´¥· Í¨¨
³´μ£μ³¥·´ÒÌ ±μ´¥Î´μ-Ô²¥³¥´É´ÒÌ ¸¥Éμ±, μ·¨¥´É¨·μ¢ ´´ÒÌ ´  ·¥Ï¥´¨¥ § ¤ Î
³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö Ô²¥±É·μ³ £´¨É´ÒÌ ¶μ²¥° ¢ ±·Ê¶´ÒÌ Ô²¥±É·μË¨§¨Î¥¸±¨Ì Ê¸É -
´μ¢± Ì, ¤ ¥É¸Ö μ¶¨¸ ´¨¥ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÐ¨Ì ³¥Éμ¤μ¢ £¥´¥· Í¨¨ ¸¥Éμ±, ¶·¨¢μ¤ÖÉ¸Ö
±·¨É¥·¨¨ μÍ¥´±¨ ¨Ì ± Î¥¸É¢ . ’ ±¦¥ ¢ · ¡μÉ¥ [4] μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¸μ§¤ ´´Ò°
 ¢Éμ· ³¨ £¥´¥· Éμ· É·¥Ì³¥·´ÒÌ  ¤ ¶É¨¢´ÒÌ ¸¥Éμ± 3DFEMMesh, ¢ μ¸´μ¢Ê ±μ-
Éμ·μ£μ ¶μ²μ¦¥´  ²£μ·¨É³, ¡ §¨·ÊÕÐ¨°¸Ö ´  ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¨ · ¸Î¥É´μ° μ¡² -
¸É¨ ¢ ¢¨¤¥ μ¡Ñ¥¤¨´¥´¨Ö ¸É ´¤ ·É´ÒÌ ³ ±·μ¡²μ±μ¢ ¸ ¤ ²Ó´¥°Ï¥° £¥´¥· Í¨¥°
¤¢Ê³¥·´ÒÌ ¸¥Éμ± ´  ¨Ì £· ´¨Í Ì ¨ ¶μ¸É·μ¥´¨¥³ É·¥Ì³¥·´ÒÌ ¸¥Éμ± μÉ¤¥²Ó´μ
¢ ± ¦¤μ³ ³ ±·μ¡²μ±¥. „ ´´Ò° £¥´¥· Éμ· ¢±²ÕÎ¥´ ¢ ¡¨¡²¨μÉ¥±Ê ¶·μ£· ³³
JINRLIB [5].

3. ‚›—ˆ‘‹…�ˆ… Œ�’�ˆ—�›• �‹…Œ…�’�‚

�·μ¡²¥³  μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ ³ É·¨Í ¤¨¸±·¥É¨§μ¢ ´´ÒÌ Ê· ¢-
´¥´¨° ¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Õ Ï¥¸É¨±· É´ÒÌ, ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¸¨´£Ê²Ö·´ÒÌ,
¨´É¥£· ²μ¢ ¨§ (3) ¶μ ¤¢Ê³ É¥É· Ô¤· ³. ‚¢¨¤Ê ¡μ²ÓÏμ£μ Î¨¸²  μ¶·¥¤¥²Ö¥³ÒÌ
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¨´É¥£· ²μ¢ ¶μ¢ÒÏ ÕÉ¸Ö É·¥¡μ¢ ´¨Ö ± μ¶É¨³ ²Ó´μ¸É¨ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ÒÌ ±Ê¡ ÉÊ·-
´ÒÌ Ëμ·³Ê². ˆ§-§  ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨ ¶μ¤Ò´É¥£· ²Ó´μ° ËÊ´±Í¨¨ ¢μ§´¨± ¥É ´¥-
μ¡Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ¶·¨¢²¥Î¥´¨Ö ±Ê¡ ÉÊ·´ÒÌ Ëμ·³Ê² ¢Ò¸μ±μ£μ ¶μ·Ö¤±  ÉμÎ´μ¸É¨.
‚ ³μ´μ£· Ë¨¨ [6] ¨§ÊÎ ÕÉ¸Ö ¢μ¶·μ¸Ò, ¸¢Ö§ ´´Ò¥ ¸ μ¡Ð¥° É¥μ·¨¥° ¶μ¸É·μ¥-
´¨Ö ±Ê¡ ÉÊ·´ÒÌ Ëμ·³Ê², ¶·¨¢¥¤¥´μ ¡μ²ÓÏμ¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ ±Ê¡ ÉÊ·´ÒÌ Ëμ·³Ê²
¤²Ö · §²¨Î´ÒÌ É¨¶μ¢ μ¡² ¸É¥°. �·¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¨ ¨´É¥£· ²μ¢, ´¥μ¡Ìμ¤¨³ÒÌ
¤²Ö § ¶¨¸¨ ¤¨¸±·¥É¨§μ¢ ´´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°, ¢μ§´¨± ÕÉ ¸¨ÉÊ Í¨¨, ±μ£¤  ¶μ¤Ò´-
É¥£· ²Ó´ Ö ËÊ´±Í¨Ö ¸¨´£Ê²Ö·´ . ‚μ§³μ¦´Ò ¸¨ÉÊ Í¨¨, ±μ£¤  ¶μ¤Ò´É¥£· ²Ó´ Ö
ËÊ´±Í¨Ö ¸¨´£Ê²Ö·´  ¢ ± ¦¤μ° ÉμÎ±¥ μ¡Ñ¥³  ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö. ‚ ÔÉ¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ
¶·¨³¥´¥´¨¥ ±Ê¡ ÉÊ·´ÒÌ Ëμ·³Ê² ´¥¢μ§³μ¦´μ, ¨ ¢μ§´¨± ¥É μ¸É· Ö ´¥μ¡Ìμ¤¨-
³μ¸ÉÓ ¢ · §¢¨É¨¨ ³¥Éμ¤μ¢ ¢§ÖÉ¨Ö ¨´É¥£· ²μ¢ ¶μ¤μ¡´μ£μ É¨¶ .

�·¥¦¤¥ ¢¸¥£μ · ¸¸³μÉ·¨³ ³¥Éμ¤, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¨° ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¸μ±· É¨ÉÓ § -
É· ÉÒ ³ Ï¨´´μ£μ ¢·¥³¥´¨ ´  ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ ¤¨¸±·¥É¨§μ¢ ´´ÒÌ
¸¨¸É¥³. ŠμÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ³ É·¨ÍÒ [A] ¨§ (3) Ö¢´μ ¢Ò· ¦ ÕÉ¸Ö Î¥·¥§ Ï¥¸É¨-
±· É´Ò¥ μ¡Ñ¥³´Ò¥ ¨´É¥£· ²Ò ¢¨¤ 

Jn,j,l
m,i,k =

∫
Gm

∫
Gn

[
fi(x̄)fj(ā)

∂2

∂xk∂al

1
|x̄ − ā|

]
dvx̄dvā.

“Î¨ÉÒ¢ Ö, ÎÉμ {fk(x̄)} ¥¸ÉÓ ²¨´¥°´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨, μ¡Ñ¥³´Ò¥ ¨´É¥£· ²Ò ¨§ (3)
³μ¦´μ ·¥¤ÊÍ¨·μ¢ ÉÓ ± ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´Ò³ ¨´É¥£· ² ³:

Jn,j,l
m,i,k =

∮
∂Gm

∮
∂Gn

fi(x̄)fj(ā)(dS̄x, ēk)(dS̄a, ēl)
|x̄ − ā| −

− 0,5
∂fm

i (x̄)
∂xk

∂fn
j (ā)
∂al

∮
∂Gm

∮
∂Gn

(dS̄x, dS̄a)
|x̄ − ā| −

− 0,5
∂fm

i (x̄)
∂xk

∮
∂Gm

∮
∂Gn

fj(ā)(dSa, ēl)
((x̄ − ā), dS̄x)

|x̄ − ā| −

− 0,5
∂fn

j (ā)
∂al

∮
∂Gm

∮
∂Gn

fi(x̄)(dSx, ēk)
((ā − x̄), dS̄a)

|ā − x̄| . (5)

Œ´μ¦¥¸É¢μ G ¸μ¸Éμ¨É ¨§ É¥É· Ô¤·μ¢, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, £· ´¨ÍÒ {∂Gi} ¥¸ÉÓ
É·¥Ê£μ²Ó´¨±¨. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ¢Ò· ¦¥´¨° ¨§ (5) ¸¢μ¤¨É¸Ö ± · §-
²¨Î´Ò³ ¢ ·¨ ´É ³ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¶μ ¤¢Ê³ É·¥Ê£μ²Ó´¨± ³. ‘ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ Î¥-
ÉÒ·¥ ¢ ·¨ ´É  ¢§ ¨³´μ£μ · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö É·¥Ê£μ²Ó´¨±μ¢ ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥: É·¥-
Ê£μ²Ó´¨±¨ ´¥ ¶¥·¥¸¥± ÕÉ¸Ö, É·¥Ê£μ²Ó´¨±¨ ¨³¥ÕÉ μ¤´Ê μ¡ÐÊÕ ¢¥·Ï¨´Ê, É·¥-
Ê£μ²Ó´¨±¨ ¨³¥ÕÉ ¤¢¥ μ¡Ð¨Ì ¢¥·Ï¨´Ò ¨ É·¥Ê£μ²Ó´¨±¨ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ. „²Ö ¶¥·¢μ£μ
¢ ·¨ ´É  ¢μ§³μ¦´μ ¶·¨³¥´¥´¨¥ ±Ê¡ ÉÊ·´ÒÌ Ëμ·³Ê², μ¤´ ±μ ¤²Ö μ¸É ²Ó´ÒÌ
¸²ÊÎ ¥¢ ÔÉμ ´¥¢μ§³μ¦´μ ¨§-§  ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨ ¶μ¤Ò´É¥£· ²Ó´ÒÌ ¢Ò· ¦¥´¨°.
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�¨¸. 1. ˆ²²Õ¸É· Í¨Ö ³¥Éμ¤  ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö μ¤´μ·μ¤´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¶μ ¤¢Ê³ É·¥Ê£μ²Ó-
´¨± ³

�É³¥É¨³, ÎÉμ ¶μ¤Ò´É¥£· ²Ó´μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¢ (5) ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢
¢¨¤¥ ¸Ê³³Ò μ¤´μ·μ¤´ÒÌ ËÊ´±Í¨°. �Ê¤¥³ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ËÊ´±Í¨Ö f(x̄) ¥¸ÉÓ
μ¤´μ·μ¤´ Ö ËÊ´±Í¨Ö, ¥¸²¨ ¤²Ö ²Õ¡μ£μ λ > 0:

f(λx̄) = λkf(x̄).

�·μ¨²²Õ¸É·¨·Ê¥³ ³¥Éμ¤ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö μ¤´μ·μ¤´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¶μ ¤¢Ê³
É·¥Ê£μ²Ó´¨± ³ ¨§ [7] ´  ¶·¨³¥·¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¨´É¥£· ² 

J0 =
∫
S1

∫
S2

dSxdSy

|x̄ − ȳ| ,

£¤¥ S1, S2 ¨§μ¡· ¦¥´Ò ´  ·¨¸. 1.
�Ê¸ÉÓ Ŝ1 ¥¸ÉÓ É·¥Ê£μ²Ó´¨± AB′C ′, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò° ¨§ É·¥Ê£μ²Ó´¨±  S1 · ¸-

ÉÖ¦¥´¨¥³ ¢ λ · § μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ÉμÎ±¨ A. �´ ²μ£¨Î´μ Ŝ2 ¥¸ÉÓ É·¥Ê£μ²Ó´¨±
AD′F ′, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò° ¨§ É·¥Ê£μ²Ó´¨±  S2 · ¸ÉÖ¦¥´¨¥³ ¢ λ · § μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ
ÉμÎ±¨ A. �Ê¸ÉÓ J(λ) ¥¸ÉÓ

J(λ) =
∫
̂S1

∫
̂S2

dSxdSy

|x̄ − ȳ| .

‡ ³¥´μ° ¶¥·¥³¥´´ÒÌ x̄1 = λx̄, ȳ1 = λȳ ¨´É¥£· ² J(λ) ¶·¨¢μ¤¨É¸Ö ± ¢¨¤Ê

J(λ) = λ3

∫
S1

∫
S2

dSx1dSy1

|x̄1 − ȳ1|
. (6)

�Ê¸ÉÓ T̂1 ¥¸ÉÓ É· ¶¥Í¨Ö B′BCC ′, T̂2 Å É· ¶¥Í¨Ö DD′F ′F . ‚ÒÎ¨¸²¨³ ¶·¥¤¥²
· §´μ¸É´μ£μ μÉ´μÏ¥´¨Ö:

∂J(λ)
∂λ

|λ=1 = lim
λ→1

(J(λ) − J(1))
(λ − 1)

.
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ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ  ¤¤¨É¨¢´μ¸ÉÓ ¨´É¥£· ²  ± ± ËÊ´±Í¨¨ ³´μ¦¥¸É¢ , ¶μ ±μÉμ·μ³Ê μ´
¡¥·¥É¸Ö, ¨³¥¥³

∂J(λ)
∂λ

|λ=1 = lim
λ→1

1
λ − 1

⎡
⎢⎣

⎛
⎜⎝ ∫
̂T1

∫
S2

+
∫
̂T2

∫
S1

+
∫
̂T1

∫
̂T2

⎞
⎟⎠ dSx1dSy1

|x̄1 − ȳ1|

⎤
⎥⎦ . (7)

�¥·¥Ìμ¤Ö ± ¶·¥¤¥²Ê ¢ (7), ¶μ²ÊÎ ¥³

∂J(λ)
∂λ

|λ=1 = h1

∫
BC

∫
S2

dSx1dSy1

|x̄1 − ȳ1|
+ h2

∫
DF

∫
S1

dSx1dSy1

|x̄1 − ȳ1|
, (8)

£¤¥ h1 Å ¢Ò¸μÉ  LA; h2 Å ¢Ò¸μÉ  AM . „¨ËË¥·¥´Í¨·ÊÖ (6) ¶μ λ ¨ ÊÎ¨ÉÒ-
¢ Ö (8), ¶μ²ÊÎ ¥³

J0 = J(1) =
1
3

⎡
⎣h1

∫
BC

∫
S2

dSx1dSy1

|x̄1 − ȳ1|
+ h2

∫
DF

∫
S1

dSx1dSy1

|x̄1 − ȳ1|

⎤
⎦ . (9)

�É³¥É¨³, ÎÉμ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ (9) ¥¸ÉÓ ·¥£Ê²Ö·´Ò¥ ¨´É¥£· ²Ò,
¤²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ±μÉμ·ÒÌ ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ±Ê¡ ÉÊ·´Ò¥ Ëμ·³Ê²Ò. ‚ ¸²Ê-
Î ¥ ¤¢ÊÌ, É·¥Ì μ¡Ð¨Ì ¢¥·Ï¨´ ¤ ´´Ò° ¶μ¤Ìμ¤ ´Ê¦´μ ¶·¨³¥´ÖÉÓ ¶μ¢Éμ·´μ.
ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ ¶·¥¤² £ ¥³ÊÕ ³¥Éμ¤¨±Ê, ¢¸¥ ¸¨´£Ê²Ö·´Ò¥ ¨´É¥£· ²Ò ¨§ (5) ³μ¦´μ
·¥¤ÊÍ¨·μ¢ ÉÓ ± ¸Ê¶¥·¶μ§¨Í¨¨ ·¥£Ê²Ö·´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢ ³¥´ÓÏ¥° ±· É´μ¸É¨, ¤²Ö
¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ±μÉμ·ÒÌ ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ±Ê¡ ÉÊ·´Ò¥ Ëμ·³Ê²Ò.

4. ˆ’…��–ˆ���›… Œ…’�„› �…˜…�ˆŸ �…‹ˆ�…‰�›• ‡�„�—

�·¨ ·¥Ï¥´¨¨ ¶· ±É¨Î¥¸±¨Ì § ¤ Î ¤²Ö ¤μ¸É¨¦¥´¨Ö É·¥¡Ê¥³μ° ÉμÎ´μ¸É¨
 ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ¢μ§´¨± ¥É ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ¤·μ¡²¥´¨Ö μ¡² ¸É¨ G ´  ¢¸¥ ¡μ-
²¥¥ ³¥²±¨¥ Ô²¥³¥´ÉÒ, ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± ·¥§±μ³Ê ¢μ§· ¸É ´¨Õ · §³¥·´μ¸É¨ ·¥-
Ï ¥³ÒÌ ´¥²¨´¥°´ÒÌ ¸¨¸É¥³ Ê· ¢´¥´¨°. ˆ¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥ ³¥Éμ¤μ¢, É·¥¡ÊÕÐ¨Ì
μ¡· Ð¥´¨Ö ³ É·¨Í ¢Ò¸μ±μ£μ ¶μ·Ö¤± , ±· °´¥ § É·Ê¤´¨É¥²Ó´μ. �μÔÉμ³Ê ¤²Ö
·¥Ï¥´¨Ö ¤¨¸±·¥É¨§μ¢ ´´ÒÌ ¸¨¸É¥³ Ê· ¢´¥´¨° (4) ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨°
¨É¥· Í¨μ´´Ò° ¶·μÍ¥¸¸:

[C]B̂k+1 = (ĤS + ([A] + [C]) M̂(B̂k)),

B̂0 = 0̄,
k = 1, 2, . . .
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ˆÉ¥· Í¨μ´´Ò° ¶·μÍ¥¸¸ § ± ´Î¨¢ ¥É¸Ö, ±μ£¤  ´¥¢Ö§±  Ê· ¢´¥´¨° ¸É ´μ¢¨É¸Ö
³¥´ÓÏ¥ ´ ¶¥·¥¤ § ¤ ´´μ£μ Î¨¸²  ε. „²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ²¨´¥°´ÒÌ ¸¨¸É¥³ Ê· ¢´¥´¨°

[C]x̄ = ȳ

¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ³¥Éμ¤ ´¥¶μ²´μ£μ · §²μ¦¥´¨Ö •μ²¥Í±μ£μ ¢ ¸μÎ¥É ´¨¨ ¸ ³¥Éμ¤μ³
¸μ¶·Ö¦¥´´ÒÌ £· ¤¨¥´Éμ¢ [8].

5. Œ�„…‹ˆ��‚��ˆ… Œ�ƒ�ˆ’�›• ‘ˆ‘’…Œ

Œ¥Éμ¤ μ¡Ñ¥³´ÒÌ ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸ ²¨´¥°´μ°  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¥°
´ ³ £´¨Î¥´´μ¸É¨ ¶·¨³¥´Ö²¸Ö ¤²Ö ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö · §²¨Î´ÒÌ ³ £´¨É´ÒÌ ¸¨-
¸É¥³. �  ·¨¸. 2, a ¶·¨¢¥¤¥´  ±μ³¶ÓÕÉ¥·´ Ö ³μ¤¥²Ó ¶·μ¥±É¨·Ê¥³μ£μ ¤¨¶μ²Ó-
´μ£μ ³ £´¨É  Ô±¸¶¥·¨³¥´É  CBM (GSI, „ ·³ÏÉ ¤É), ¶μ¸É·μ¥´´ Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ
£¥´¥· Éμ·  3DFEMMesh. ‚ ¶·μÍ¥¸¸¥ ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö ÊÎ¨ÉÒ¢ ² ¸Ó ¸¨³³¥É·¨Ö
³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ Ö ¸μ±· É¨ÉÓ Î¨¸²μ ´¥¨§¢¥¸É´ÒÌ ¢ 8 · §. �¤´ 
¢μ¸Ó³ Ö Î ¸ÉÓ ³ £´¨É  · §¡¨¢ ² ¸Ó ´  5264 É¥É· Ô¤· . �¡Ð¥¥ Î¨¸²μ ¢¥·Ï¨´
¢ ÔÉ¨Ì É¥É· Ô¤· Ì ¶·¨ ÔÉμ³ · ¢´Ö²μ¸Ó 1363. �  ·¨¸. 2, ¡ ¶·¨¢¥¤¥´μ · ¸¶·¥¤¥-
²¥´¨¥ ³μ¤Ê²Ö ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö ¢´ÊÉ·¨ ³ £´¨É . �  ·¨¸. 2, ¢ ¤ ¥É¸Ö ¸· ¢´¥´¨¥
·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢ · ¸Î¥Éμ¢ ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö ¢¤μ²Ó μ¸¨ ³ £´¨É , ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ ¶μ ¨§-
²μ¦¥´´μ° ¢ÒÏ¥ ³¥Éμ¤¨±¥ ¨ ¶μ ¶·μ£· ³³¥ TOSCA [9].

�¨¸. 2. 3D-³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨¥ ¤¨¶μ²Ó´μ£μ ³ £´¨É  CBM (¶μÖ¸´¥´¨¥ ¸³. ¢ É¥±¸É¥)
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�¨¸. 3. 3D-³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨¥ ±¢ ¤·Ê¶μ²Ó´μ£μ ³ £´¨É  BOOSTER (¶μÖ¸´¥´¨¥ ¸³. ¢ É¥±¸É¥)

„ ´´ Ö ³¥Éμ¤¨±  É ±¦¥ ¶·¨³¥´Ö² ¸Ó ¤²Ö ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö ±¢ ¤·Ê¶μ²Ó´μ£μ
³ £´¨É  BOOSTER Ê¸±μ·¨É¥²Ó´μ£μ ±μ³¶²¥±¸  NICA. ‚ ¶·μÍ¥¸¸¥ ³μ¤¥²¨·μ¢ -
´¨Ö ÊÎ¨ÉÒ¢ ² ¸Ó ¸¨³³¥É·¨Ö ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ Ö ¸μ±· É¨ÉÓ Î¨¸²μ
´¥¨§¢¥¸É´ÒÌ ¢ 16 · §. �¤´  Ï¥¸É´ ¤Í É Ö Î ¸ÉÓ ³ £´¨É  · §¡¨¢ ² ¸Ó ´  7040
É¥É· Ô¤·μ¢. �¡Ð¥¥ Î¨¸²μ ¢¥·Ï¨´ ¢ ÔÉ¨Ì É¥É· Ô¤· Ì ¶·¨ ÔÉμ³ · ¢´Ö²μ¸Ó 1729.
�  ·¨¸. 3, a ¨§μ¡· ¦¥´  ±μ³¶ÓÕÉ¥·´ Ö ³μ¤¥²Ó ³ £´¨É . �  ·¨¸. 3, ¡ ¶·¨¢¥¤¥´μ
· ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ³μ¤Ê²Ö ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö ¢´ÊÉ·¨ ³ £´¨É . �  ·¨¸. 3, ¢ ¤ ¥É¸Ö
¸· ¢´¥´¨¥ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢ · ¸Î¥Éμ¢ By-±μ³¶μ´¥´ÉÒ ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö ¢¤μ²Ó μ¸¨
Ox, ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ ¶μ ³¥Éμ¤¨±¥, ¨§²μ¦¥´´μ° ¢ÒÏ¥, ¨ ¶μ ¶·μ£· ³³¥ TOSCA [9].
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